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第 1 章 偏 微分 方程 


偏 微分 方程 在 现代 科学 中 扮演 了 重要 角色 。 偏 微分 方程 是 从 基本 自然 规律 .应 用 数学 、 数 
学 物理 以 及 工程 技术 中 产生 的 。 很 多 重要 的 物理 问题 可 以 用 偏 微分 方程 及 相应 的 初始 条 件 ， 
边界 条 件 或 初始 -边界 混合 条 件 描述 。 为 了 使 读者 能 深入 地 研究 偏 微 分 方程 及 其 在 计算 机 视 
觉 中 的 应 用 ,本 章 首先 引入 偏 微分 方程 一 些 基本 概念 。 进 而 ,给 出 了 二 阶 线性 偏 微分 方程 分 类 
的 方法 。 简 要 介绍 了 非 线性 偏 微分 方程 基本 概念 ,经 典 的 线性 和 非 线性 偏 微分 方程 ,以 及 变 分 
原理 和 极 值 原理 。 


1.1 线性 偏 微分 方程 


函数 u(xz,y,…) 的 偏 微分 方程 (Partial Differential Equation) 是 指 函 数 u SHAFA, 


ðu Ju Fu J'u ai 
au D u il ME RR, SET LEI 


Fi sien ðu du Pu u au +») 
( ax ay’ ax ay aray’ 


sO: F EAr y AURR; M x(z,y,…) 是 应 变量 。 
偏 微 分 方程 的 阶 次 (order) 与 常 微分 方程 的 定义 相似 。 方 程 (1, 1.1) 中 阶 次 最 高 的 偏 导 数 
次 数 称 该 偏 微分 方程 的 阶 次 。 有 两 个 自 变量 zyy 的 一 阶 (first-order) 偏 微分 方程 可 以 写成 


du du 
F (2.910505, )= 0. (1.1.2) 
同样 ,二 阶 (second-order) 偏 微分 方程 可 以 写成 
Play u 28 2u Pu u Puy 
(ryu Sa "Ay ðr" "ay? 的) 一 


以 此 类 推 ,可 得 高 阶 偏 微分 方程 。 例 如 


Il 
© 
o 


(1, 1,1) 


au au 
aoe So ag (1.1.4) 
86 5 Ow ett at 1.1 
ðu Ju _ 
ore iaa (1.1.6) 
au\? au\? 
ou do ( 7) 
(az) + (3) = 1.1 
Zs au au 


+ = 0, (1.1.8) 


2 贸 像 偏 微分 方程 的 原理 与 应 用 


e+ et =o , (1.1.9) 
g? 
5 一 < : = fizy) (1.1.10) 
是 二 阶 方 程 , 最 后 
3 
Stu St + oh =o, (1.1.11) 
4 
z 2t =0 (1.1.12) 


分 别 是 三 阶 和 四 阶 方程 ， 

如 果 偏 微分 方程 中 的 所 有 未 知 函 数 及 其 导数 之 间 的 关系 是 线性 的 , 且 其 系数 仅 与 自 变 量 
有 关 , 则 称 该 方程 为 线性 的 (linear) 。 例 如 ,方程 (1,.1,.4) (1.1,5) ,方程 (1.1.8) 一 (1 1. 10) 
方程 (1. 1.12) 是 线性 的 。 

为 了 方便 ,可 以 将 偏 微分 方程 写成 算 子 形式 : 


L u(x) = F(x). (1.1.13) 
式 中 :上 ; BAF. MRM FERAT RK uA 以 及 任意 两 个 常数 a 和 0, 算 子 工 . 满足 
L, Cau +6v) = aL,u+bL,v, (1.1.14) 


则 称 为 线性 算 子 (linear operator), 

MR BA. 1, 13) 中 工 . 是 线性 算 子 , 则 该 方程 是 线性 的 。 方 程 (1. 1. 13) 是 非 齐 次 (inho- 
mogeneous) 线 性 偏 微 分 方程 。 如 果 方 程 (1. 1.13) Ar) 三 0, 则 称 为 齐 次 (homogeneous) 方 
程 。 方 程 (1. 1. 4) ,方程 (1. 1, 8)、《1. 1, 9) 和 方程 (1. 1. 12) 是 线性 齐 次 方程 ,而 (1. 1, 5)， 
(1. 1.10) 是 线性 非 齐 次 方程 。 

同 理 , 如 果 方 程 (1,1, 13) 中 算 子 L 是 非 线性 的 , 则 该 方程 是 非 线性 方程 。 方 程 (1. 1,6)、 
(1. 1.7) 和 方程 (1.1.11) 是 非 线性 方程 。 

方程 (1. 1. 1) 的 解 (solution) 是 使 方程 (1. 1, DRY KARR w= 二 wu(z,y,…) 在 区 域内 
连续 可 微 (differentiable) , HRA BM u ERIR D 内 偏 导数 都 存在 , 且 偏 导 数 连续 。 

RARE BEER D 内 连续 可 微 的 条 件 可 以 放宽 。 如 果 函 数 ! 或 它 的 偏 导数 在 区 域 
D 内 某 些 点 或 所 有 点 上 是 不 连续 的 , 则 称 方程 (1,1.1) 的 解 x=x(zyy，…) 为 弱 解 (weak solu- 
tion) 或 广义 解 (generalized solution), 

为 了 引入 偏 微分 方程 通 解 的 定义 ,考察 偏 微 分 方程 

au 


0" 0 (1.1, 15) 
的 解 4 二 w(x,y)。 
将 方程 (1, 1,15) 对 xz 进行 积分 ,得 到 
2 
a = hly), 


其 中 ;hy) 是 y AOE REO. FR Et y 积分 ,得 到 
二 [acyrdy+ Fiji 


其 中 ;f(z) 是 任意 函数 。 或 等 效 为 
u(xry) = f(r) + gly). (1.1. 16) 
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其 中 ; f(x) 和 g(y) 是 任意 函数 。 解 (1. 1.16) 称 为 二 阶 偏 微分 方程 (1. 1.15) 的 通 解 。 
通常 , 偏 微分 方程 的 通 解 由 任意 函数 的 数学 表达 式 组 成 。 一 个 简单 的 方程 ( 1.1.15) 可 以 
有 无 穷 多 解 。 例 如 


u(x,t) = flr—a) + glr+a);, €1,1. 17) 
其 中 :了 和 8& 分 别 是 (z 一 cb 和 (z 十 ci) 的 任意 函数 ,那么 ， 
Fu _ 


= fr~ at)+g (rt+d), 


aax’ 
a =P f a—a)+eg z+ a) = e a 
式 中 函数 右上 角 的 符号 代表 求 导 。 这 个 二 阶 线性 方程 称 为 波动 方程 
一 一 上 eG, (1.1.18) 


式 (1, 1.17) 定 义 的 函数 u(x,y) 满 足 方 程 (1,1,18), 与 函数 Fr ct) M fatet) WREE 
无 关 , 仅 要 求 函数 Mge 至 少 是 二 次 可 微 的 函数 。 因 此 , 式 (1, 1.17) 给 出 的 方程 (1. 1. 18) 的 
通 解 包含 任意 函数 。 

仅 有 两 个 独立 变量 x 和 yy 的 情况 下 ,方程 (1.1.1) 的 解 wzyy) 可 看 成 是 一 个 几何 曲面 , 称 
为 (z,yru) 空 间 中 的 一 个 积分 面 。 


1.2 RESUME 


n CREF MOT BARE n 个 线性 独立 解 与 # 个 任意 常数 的 线性 组 合 。 换 言 
之 ,如 果 ui (x) slz) su, (x) È n 阶 线性 齐 次 常 微分 方程 


Lulz) = 0 1.2. 1) 
n 个 线性 独立 的 解 ,那么 ,对 于 任意 常数 ClsC29°""yCn 有 
u(x) = Som, Cz) (1.2, 2) 
4=1 


上 式 是 方程 (1, 2, 1) 的 通 解 , 称 为 常 微分 方程 的 线性 用 加 原理 (Superposition Principle)。 注 意 
到 , 通 解 (1. 2.2) 严 格 依赖 于 "个 任意 常数 . 
但 对 于 线性 齐 次 偏 微分 方程 
Lu(x) = 0, (1.2.3) 
通 解 依赖 于 任意 函数 而 不 是 任意 常数 。 所 以 ,方程 (1. 2. 3) 有 无 穷 多 个 解 。 如 将 方程 (1. 2. 3) 
无 穷 多 个 解 的 集 用 tw Cx) a x) ,… ,tn《x),… 表 示 , 那 么 有 无 穷 多 个 线性 组 合 


u(x) = X cnu, (x). (1.2.4) 
1 


式 中 ic 是 任意 常数 。 由 于 无 穷 级 数 常 不 收敛 , 式 (1. 2. 4) 通 常 不 再 是 方程 (1. 2. 3) 的 解 。 因 
此 ,对 于 偏 微 分 方程 ,大 加 原理 可 能 不 成 立 。 但 是 ,如 果 偏 微分 方程 (1. 2. 3) 仅 存在 有 限 数目 的 
解 wi (XxX) sulx) run Ce) BA 


u(x) = Dean (x) (12:5) 
仍 是 方程 (1, 2. 3) 的 一 个 解 。 如 果 无 穷 级 数 (1. 2. 4) EM AY, eT A a EFL 
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则 到 加 原理 可 用 于 线性 齐 次 偏 微分 方程 ,而 式 u(x) 是 方程 (1.2.3) 的 解 。 

通常 使 用 分 离 变量 法 导出 解 w(x)。 分 离 变 量 法 与 解 的 释 加 原理 一 起 , 称 为 富 氏 法 。 

无 穷 线 性 组 合 的 男 一 个 应 用 是 寻找 给 定 偏 微 分 方程 的 解 。 这 涉及 到 一 族 依赖 于 连续 实 参 
HL k AN BRK co CR) AR ux, ke) AE 


b pa 
feude 或 [” euka (1.2.6) 


WER, ABA TERE LE AEE ACREA AE A R ERE DH, 
REE Dn Vik BE dk BAST A AT A A — P,P AY A, A a 
的 读者 可 阅读 本 章 参考 文献 [1] 或 L5]， 


1.3 初始 条 件 与 边界 条 件 


大 多 数 情况 下 , 偏 微分 方程 的 通 解 含 有 任意 函数 ,有 一 定 的 不 确定 性 ,因此 意义 不 大 。 必 
须 将 通 解 与 其 他 一 些 附 加 条 件 , 如 初始 (initial) 条 件 或 边界 (boundary) 条 件 一 起 考 虚 才能 得 到 
感 兴趣 的 特定 解 ， 

初始 条 件 和 边界 条 件 是 根据 特定 物理 问题 的 要 求 而 提出 的 。 具 有 独立 时 间 变 量 上 的 偏 微 
分 方程 中 ,初始 条 件 给 出 了 应 变量 w(x,ti) 在 特定 时 间 c= 2, 或 1=0 的 物理 状态 。 一 般 情 况 下 ， 
给 出 初始 条 件 xxz,0) 或 同时 给 出 初始 条 件 x(x,0) 和 边界 条 件 u,《x:t) 就 可 以 决定 函数 u(x， 
四 在 以 后 时 间 的 变化 。 这 类 条 件 称 为 Cauchy 条 件 或 初始 条 件 。 它 常 是 唯一 解 存 在 的 必要 和 
充分 条 件 。 根 据 初始 条 件 求 偏 微分 方程 解 的 问题 称 为 Cauchy 问题 或 初始 值 问题 Cinitial-val- 
ue problem) 。 

实际 上 很 多 物理 问题 ,就 是 给 定 空间 中 区 域 D 及 其 边界 3D 上 的 应 变量 wx (xz, ,在 区 域 D 
中 求人 篇 微分 方程 的 解 。 而且 ,边界 并 不 一 定 要 求 是 闭合 的 有 限 面 积 或 体积 的 域 。 部 分 边界 可 
以 在 无 穷 远 处 。 当 然 , 在 这 种 情况 下 必须 给 定 无 穷 远 处 的 边界 条 件 。 这 类 问题 称 为 边界 值 问 
题 (boundary-value problem) , 它 是 应 用 数学 和 物理 学 中 最 基本 的 问题 。 在 物理 问题 中 最 常见 
的 有 三 类 边界 条 件 : 

(1) Dirichlet 象 件 :在 区 域 D 的 边界 9D 上 每 个 点 给 定 4 的 值 , 求 区 域 D PHBL ule) = 
0 的 解 称 Dirichlet 边界 值 问题 。 


(2) Neumann 条 件 ;在 区 域 D 的 边界 3D 的 每 个 点 上 给 定 法 向 导数 水 的 值 。 对 应 的 问题 
称 为 Neumann 边界 值 问题 。 
(3) Robin 条 件 :边界 3D 的 每 个 点 上 给 定 { 素 十 ax) 的 值 。 对 应 的 问题 称 Robin 边界 值 问 


题 。 
由 偏 微 分 方程 描述 的 问题 ,并 在 指定 区 域 中 给 出 初始 条 件 和 /或 边界 条 件 ( 或 其 他 补充 条 
件 ) ,如 能 满足 下 列 要 求 ， 
(1) 存在 性 (existence) :这 个 偏 微分 方程 至 少 存在 一 个 解 。 
(2) 唯一 性 (uniqueness); 偏 微分 方程 最 多 存在 一 个 解 。 
(3) 稳定 性 (stability) : 解 必须 稳定 ,就 是 说 ,给 定数 据 中 发 生 微小 变化 ,其 相应 解 的 变化 
必须 保持 在 允许 的 范围 内 。 
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稳定 性 指标 是 求解 物理 问题 的 一 个 基本 要 求 。 一 个 数学 方程 只 有 求 得 其 稳定 的 解 ,才能 
探讨 该 方程 实际 意义 。 


1.4 经 典 线性 偏 微分 方程 


介绍 偏 微分 方程 ,有 必要 介绍 一 些 重 要 的 线性 方程 模型 。 因 为 对 这 些 方 程 数学 界 和 物理 
界 山 经 有 了 长 时 期 深入 侠 究 ,形成 了 一 系列 成 熟 的 数学 处 理 方法 。 而 且 这 些 模 型 有 助 于 读者 
对 偏 微分 方程 的 物理 意义 有 更 深入 的 了 解 。 本 文 首 先 介绍 二 阶 偏 微分 方程, 这 是 基于 下 列 考 
虑 :第 一 ,二 阶 偏 微分 方程 具有 广泛 的 实用 意义 ;第 二 ,二 阶 偏 微 分 方程 在 数学 处 理 上 比较 简 
单 , 也 容易 理解 ， 
[ 例 1,4.1] 下 列 方程 称 为 波动 方程， 
Pa _ i (1.4.1) 
2 72 
Tits 
c 是 常数 。 这 个 方程 描述 了 波 的 扩散 (或 扰动 )。 它 可 以 描述 很 多 物理 问题 ,例如 , 弦 的 振动 ， 
薄膜 的 振动 , 杆 或 梁 的 纵向 弹性 振动 ,水 的 浅 表 波 动 ,声学 以 及 电信 和 号 在 电缆 中 的 传输 等 问题 。 


[ 例 1.4.2] 下 列 方程 称 为 热 扩 散 方程 : 


2 (1.4.3) 
at 


其 中 ;x 是 导热 系数 。 式 (1. 4. 3) 描述 了 某 种 其 子 的 流动 ,例如 , 热 或 一 团 基 本 粒子 的 流动 , 它 
在 生物 学 中 也 被 用 作 描述 生长 和 扩散 的 过 程 ,特别 是 肿瘤 的 生长 。 这 个 热 扩 散 方程 还 可 描述 
在 Stoke 和 Rayleigh 问题 中 的 非 稳 定 附 面 层 流动 以 及 由 旋涡 面 产生 的 旋涡 扩散 。 
[ 例 1,4,3] 下 列 方程 称 为 拉 普 拉 斯 方程 ， 
Vr Q; (1,4.4) 
此 方程 用 来 描述 无 源 静 电场 的 电位 ,引力 场 , 弹 性 注 腊 的 平衡 位 移 ,不 可 压缩 流体 的 速度 场 , 稳 
态 热传导 问题 的 温度 分 布 和 其 他 诸多 物理 现象 。 
[ 例 1.4.4) 以 下 方程 称 为 泊 松 方程 
Viu= zyyyz)， (1.4.5) 
其 中 ;f(x,y,x) 是 -一 个 描述 场 源 或 漏 的 给 定 函 数 。 这 是 非 齐 次 拉 普 拉 斯 方程 。 泊 松 方程 表示 
有 源 或 漏 的 情况 下 拉 普 拉 斯 方程 描述 的 现象 。 
[ 例 1.4.51 Helmholtz 方程 为 
Viut+du=0, (1. 4. 6) 
其 中 :是 常数 ,此 方程 就 是 与 时 间 独 立 的 波动 方程 (1.4. 1) 加 了 一 个 参数 4。 在 声学 问题 中 ， 
它 的 解 代 表 了 一 种 声音 的 辐射 场 。 
[ 例 1.4.6] 电报 方程 为 


fine 2 
Vis oat (1,4, 2) 


J'u 

ae 
其 中 :a 和 少 是 常数 。 这 个 方程 是 由 研究 电信 号 在 电缆 中 传输 的 规律 而 得 出 的 。 电 流 工 和 岂 
压 U 都 满足 此 式 。 同 样 ,这 个 方程 还 适用 于 研究 脉动 血液 在 动脉 中 的 压力 波 的 传播 ， 


+a 24+ bu = <4, (1.4.7) 
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[ 例 1.4,7] Klein-Gordon (KG) 方 程 是 


6y+ (ZE )y =o, (1.4.8) 


2 
=z V's (1. 4. 9) 


其 中 :;@ 是 d Alembertain WF; h BHA ERs m 是 一 物体 的 静止 质量 。Klein(1927) 和 
Gordon(1926) 推 出 了 在 电磁 场 中 描述 带电 粒子 的 相对 论 方程 。 这 是 一 个 守恒 的 耗 散 形 式 , 在 
研究 基本 粒子 时 起 着 十 分 重要 的 作用 。 此 方程 还 可 以 用 来 措 述 宏观 上 的 耗 散 波 ，。 

[ 例 1.4.8] 在 量子 力学 中 ,与 时 间 无 关 的 Schrédinger 方程 为 


(Žv + E- Vg =o, (1. 4, 10) 
Fp REBAR m BRT HR ERR BW oxy ze t) E 是 常数 ;V 是 源 。 如 


R V=0 就 过 化 成 了 Helmholtz FMC. 4.6). 
[1.4.9] 线性 的 Korteweg-de Vries (KdV) 方 程 是 


3 
du 24 Ao 0, (1.4.11) 


其 中 :a,8 是 常数 。 此 方程 描述 了 线性 的 长 水 波 以 及 等 离子 波 在 耗 散 媒 质 中 的 传播 。 
CA 1.4.10] 线性 Boussinesgq 方程 为 


2 2 
Tk a Vu PVE = 0, (1. 4, 12) 


其 中 ;a,8 是 常数 。 此 方程 在 弹性 力学 中 用 以 描述 杆 的 纵向 波 , 长 的 水 波 以 及 等 离子 波 。 
[ 例 1.4.11] 下 列 方程 称 为 双 谐 波 (biharmonic wave) FR: 
Tete Viu=0, (1.4.13) 


其 中 ;c RK, EME EY. — ARRERA T RRM Re. Hu Gt HK 
时 ,就 退化 成 了 式 (1. 4. 14) , 称 它 为 双 谐 振 (Biharmonic) 方 程 ， 
Viu=0, (1, 4, 14) 
它 描述 了 满足 Airy 应 力 隙 数 wxCzyyys) 的 弹性 媒质 中 的 应 力 分 布 的 平衡 问题 ， 在 流体 动力 学 
中 ,在 粘性 液体 中 的 流 函 数 g(x,y,x) 也 满足 此 方程 ， 
CO 1.4.12) 在 电场 己 中 的 电磁 波动 和 极 化 磁场 己 满足 如 下 方程 ， 
(GE 2E) oP =o, (1.4.15) 


2 
TE pat P) eat +E = 0， (1. 4. 16) 


其 中 ;so 是 空气 的 介 电 常 数 ;ww 是 振荡 的 自然 频率 ;c。 是 光 在 真空 中 的 传播 速度 ;my SRF 
频率 。 


1.5 二 阶 线性 方程 的 分 类 


二 元 二 阶 线性 偏 微分 方程 的 通 式 为 


PIE ” 偏 微分 方程 7 


2 2 
ax axdy £ y 


其 中 :A,B,C,D,E,F 和 G 都 是 量 z,y 的 函数 或 常数 ， 
对 二 阶 微 分 方程 的 分 类 主要 看 其 是 否 有 可 能 通过 变换, 在 某 一 点 将 方程 (1. 5.1) 转 化 成 标 
准 (standard) 式 或 经 典 (canonical) 形 式 。 假 设 
E= $(z,y), (1. 5. 2a) 
n= Kry). (1.5. 2b) 


考虑 如 何 把 z,y LREN RP 和 少 是 二 阶 连续 可 微 函 数 , 而 且 其 雅 可 比 函 数 J(z,y) 一 
ava aga ` ` \ ) 
SR OE CPOE Mee RARE. UAE = 和 可 以 由 式 (1, 5. 20) ANCL. 5. 2b) 唯 一 确定 ,并 可 以 
依次 导出 以 下 各 式 ， 

du_du 36 , du ay 

gx d&dAx an ax’ 

ðu aw dé au 3) 


dy a dy  ayay’ 


au Pusa au atan, Fu IN)? , Ju PE | aud? 
5a aet (ac) +2 gedgacan tag? (ac) takad tapas’ 
dtu u (3E) yp du atan, atu (22) 3u HE, du dey, 
ay’ a3 \9y 9€an9yay əy \ay? 33y 33y 
u {28 97 28 27) 4 4 2724 du FE du FN 
(sea, dydaz} aff axdy AE axdy aAnazxdy’ 


用 以 上 各 式 代 人 式 ( 1.5.1, TUBS 


au au . u . ðu , ou ë 
” 一 一 一 一 一 十 天 "1 一 C， (1.5.3) 
At Sate se tC Seth" te tr s=G 
其 中 ， 
.Aa Lp 2828 4 of 28)" 
A =A(5=) +B acd, Els] i 
,oA 2E?) pf 2b an, 9697 ag ay 
a A +B St get ange) te yy 
-n Alan) ap 2220 agy? 
C =A(5") PR ra) ý 
og 284 pt FE, 24 pal 
D =A zi B izay ag ant ay’ 
-A Čl p97 gl, | 
E' =A 3a? +B Jzay + © Dy? +Ds, tes," 
F' =F, 
G =G., 


现在 问题 是 如 何 选择 4 和 ”的 函数 表达 式 , 使 式 (1. 5. 3) 成 为 一 个 简单 式 。 可 以 使 A* 
C*=0 A B* ~0, Bp 
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令 5==§ 或 7 这 两 个 式 子 可 以 进一步 合并 成 


at/ax\? at/ax 
A(5 is.) + B( 5575, + C= 0, (1.5. 6) 
假设 曲面 PCr, vy) =Cy ,V(x,y) 一 Ci ,在 这 两 个 曲面 上 
de = Har + Bay = (1.5. 7a) 
dy = fde + tay =; (1.5. 7b) 
这 些 曲 面 的 斜率 就 是 
dy _ _ 9861/az 
本 ams ag/ay’ (1.5. 8a) 
dy __ anf/ax 
全 = Sas" (1,5, 8b) 
因此 ,这 两 个 曲面 的 斜率 都 是 方程 (1,5.6)? 的 根 , 即 
d2、_ pfqy _ 
A{ 3) B(Z)+c=0. (1.5.9) 
而 这 个 方程 的 根 可 以 表示 为 
d = 1 (B +/B' 4A). (1,5. 10a,b) 


这 就 是 方程 (1. 5. 1) 的 特征 方程 (characteristic equations), 它们 的 解 称 为 特征 曲线 人 (charac- 
teristic curves) ,也 就 是 方程 的 特征 根 (characteristics) 。 常 微分 方程 (1, 5, 10a,b) 的 解 定义 了 
itm Ha, =O oa W=C, ,这 里 有 三 种 情况 需要 讨论 。 

情况 I B*—4AC>0 

如 果 B 一 44C>>0, 则 称 之 为 双 曲 型 (hyperbolic) 方 程 。 对 式 (1. 5, 10a,b) 分 别 沿 着 Hx, 
y)=C 4 (y) =C: 积分 。 因 为 A*==C" 二 0 且 BB" 关 0, 两 边 同 时 除 以 BS sh. 5,3) 就 可 
以 简化 成 


au aes x Ju * Ju *,—(1" eS 
5 a (D HE p +tF'u—G )= H. (1.5.11) 


这 就 是 双阳 型 方程 的 第 一 标准 形式 (first canonical form of the hyperbolic equation) 。 
如 果 引 进 新 的 变量 
a= + (1,5, 12a) 
p= 8 一刀 (1. 5. 12b) 
那么 


BIE ARIDE 9 


au ay 
Bm apt’ 
式 (1. 5,11) 就 成 为 
3u du _ du du 
Fat 一 了 一 H: (a,B,us 50453). (1. 5, 13) 


这 就 是 双 曲 型 方程 的 第 二 标准 形式 (second canonical form of the hyperbolic equation), XE 
还 要 强调 一 下 ,特征 线 在 双 曲 型 方程 的 研究 中 起 着 非常 重要 的 作用 ， 

ffl = B’—4AC=0 

这 里 只 有 一 个 特征 线 族 ,因为 在 式 (1, 5, 10a, bd 


dy _ B 
ame S (1.5. 14) 


对 此 函数 沿 着 6= gzyy) 一 const. (RH y= ol x,y) =const.) 积分 ,因为 B =4AC HA* = 
0, 所 以 可 以 得 到 
EE E ACY 
iaki = A(z) tS +c(a) = (VA +E) 3 
可 以 推出 
. 9 28 29, p( 28 21 2E 20), oC EA 
B E E EEE TET ATIT 
E ERN EAT ENE 
=2(VA +E 5°) (VA 52+ VC 5) 
一 0。 
对 于 任何 一 个 给 定 的 与 4 无 关 的 5, 例如 w=y, 那 么 在 定义 域内 的 雅 可 比 函 数 处 处 非 零 。 
FAC’ 4O 除 以 式 (1.5.3) 得 到 
atu _ du au 
ap = H, (Gm SE an) (1.5, 15) 
这 就 是 标准 的 抛物 型 方程 形式 (canonical form of the parabolic equation) 。 
WRR C= Yr. y) const. ) 作 为 式 (1.5.14) 的 积分 路 径 ,那么 式 (1. 5. 3) 就 可 以 化 成 


a du du 
= Hs (Gm SE S) (1,5, 16) 


称 满 足 B 一 44C=0 的 方程 为 抛物 型 (parabolic) 方 程 。 

情况 于 ”B: 一 4A4C<0 

如 果 B 一 4AC<0, 称 椭 贺 型 方程 。 在 这 种 情况 下 ,方程 (1, 5, 10a,b) 没 有 实数 解 , 仅 有 两 
个 复数 的 特征 线 族 ,生根 6,7 是 一 对 共 示 的 复数 根 。 引 进 新 的 变量 


a= 4+), (1.5.17a) 
p= Lee- 1) (1. 5, 17b) 
所 以 E=a+Bi,q—a—fi, HRC. 5. 17a,b) 来 把 式 (1.5.3) 化 简 成 
. Ou u oru A eu = du du 
Av SE+B" gaa tC" Sat = Me (apu S) (1. 5. 18) 


此 方程 的 系数 和 方程 (1. 5.3) 的 系数 相同 。 容 易 证 明 , 当 且 仅 当 A” =C" , 且 B” =0 时 ,只 
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HA’ =0,C' ==0 7 ME 
A™ —C™ +iB” =0, 
所 以 ,由 式 (1,5. 18) 两 边 同 时 除 以 和 A”“ 可 得 
r+ oe = T = Hs (apru, 3t, 5a) (1.5.19) 
这 就 是 椭圆 型 方程 的 标准 形式 (canonical form of the elliptic equation), 
应 该 指出 ,在 两 个 独立 变量 的 情况 下 ,总 可 以 找到 一 种 变换 ,把 方程 变换 成 标准 形式 。 但 
是 ,在 多 变量 的 情况 下 ,找到 这 种 变换 是 很 困难 的 ,可 以 说 大 多 情况 下 是 不 存在 的 ， 


在 数学 和 物理 的 许多 领域 经 常会 出 现 这 三 种 偏 微分 方程 。 一 般 来 说 ,对 于 炳 圆 型 的 方程 
常 研究 边 值 问题 的 解 , 而 对 于 抛物 型 方程 和 冯 曲 型 方程 常 讨论 的 是 初 值 问题 。 


1.6 非 线性 偏 微分 方程 


两 个 自 变 量 xz,y 的 一 阶 非 线性 偏 微分 方程 可 以 写成 
F{zy, 于 ,水 )= 0。 (1.6.1) 
同样 ,二 阶 非 线 性 偏 微分 方程 可 以 写成 
F(z,y, u 2,2, Ta oe au) 0. (1.6.2) 


以 此 类 推 , 可 得 高 阶 非 线 性 偏 微 分 方程 的 一 般 形式 
同样 ,可 以 将 偏 微分 方程 写成 算 子 形式 
Lulx) = f(x), (1. 6. 3) 
RHL, 是 偏 微分 算 子 ; 而 fo) ET RE HE x= (zy,y,…') 的 函数 。 如 果 L 不 
是 线性 算 子 ,方程 (1.6.3) 是 非 线性 偏 微分 方程 。 如 果 fx) 天 0 ,方程 (1.6.3) 是 非 齐 次 非 线性 
偏 微分 方程 。 否 则 ,如 果 fC) = 0, FECL. 6. 3) 是 齐 次 非 线性 偏 微分 方程 ， 

如 果 在 满足 某 些 收敛 条 件 的 情况 下 ,线性 芭 加 原理 可 以 用 于 解 线 性 偏 微分 方程 。 这 个 原 
理 通常 对 给 定 解 进行 组 合 以 得 到 一 个 新 的 解 。 但 对 于 非 线 性 偏 微分 方程 ,线性 车 吉 原 理 一 般 
不 再 产生 新 解 ， 由 于 解 线性 偏 微分 方程 的 大 部 分 解析 方法 不 再 适用 于 解 非 线 性 偏 微分 方程 ， 
因此 , 非 线 性 偏 微 分 方程 通常 采用 数值 计算 方法 解 。 与 线性 偏 微 分 方程 一 样 , 非 线性 偏 微分 方 
程 的 解 也 有 存在 性 ,唯一 性 和 稳定 性 问题 ,但 这 些 问 题 的 解答 要 比 线性 偏 微分 方程 困难 得 多 ， 


1.7 经 典 非 线性 偏 微分 方程 


[ 例 1.7.1] 最 简单 的 一 阶 非 线 性 波动 方程 
Bu (0 2eE RR DO, (1.7.1) 
at ax 


FE c(u) Æ u 的 给 定 函 数 , 可 用 于 描述 高 速 公路 的 车 流量 ,空气 动力 学 中 的 激 波 ,水 力学 中 的 
潮涌 波 等 ， 
[ 例 1.7.2] 非 线性 Klein-Gordon 方程 为 


第 1 章 仿 微 分 方程 il 


ot tatu Vu) = 0, (1. 7.2) 
其 中 :ce 是 常数 ;V (Cu) Eu 的 非 线性 函数 。 该 方程 在 很 多 物理 问题 中 出 现 ,加 非 线性 散射 和 非 
线性 介 子 理论 。 
[ 例 1.7.31 Burgers 方程 为 
Ju au _ eu 
ithe © gr 
其 中 :v 是 运动 粘性 系数 。 这 是 流体 力学 中 处 理 耗 散 波 的 最 简单 非 线性 方程 。 最 早 由 Burgers 
提出 以 描述 一 维 涡流 ,也 用 于 描述 在 粘性 介质 中 的 声波 ,充满 粘性 流体 的 弹 性 管 中 的 波 等 ， 
Cal 1.7.4] Fisher 方程 为 
au ou ti 
Ba: Oak = kiue ja 
其 中 :u Me 是 常数 。 该 方程 在 很 多 生物 和 化 学 大 系统 中 用 以 研究 扩散 的 非 线性 模型 。 
由 于 非 线性 偏 微 分 方程 种 类 繁多 ,详细 讨论 已 超出 本 书 范围 。 这 里 只 能 列举 一 些 最 基本 


的 方程 , 感 兴趣 的 读者 可 以 参阅 文献 [1]~[3]。 


zER, ¢>0, (1, 7, 3} 


LER, t>0, (1,7,4) 


1.8 变 分 原理 和 Euler-Lagrange 方程 


经 典 的 Euler-Lagrange 变 分 问题 是 ,在 域 DCR’ 中 寻找 KA ulr ,满足 在 DD 的 边界 
aD EAR FEI 
a 


ILuCasy) J = [|F (xy us 34,5% )dzdy (1.8.1) 
D 


达到 极 值 。 式 中 函数 下 的 定义 域 为 D, 且 具有 二 阶 连续 偏 导数 ， 
根据 一 个 自 变 量 函 数 的 泛 函 的 性 质 ,函数 了 的 一 阶 变 分 


BIT(ush) = Ilut h) — Ilu), (1. 8, 2) 
用 Taylor 级 数 展开 ,可 得 
OF . avaF  ƏðvƏF 
atm [ose + Fe oS + 5s Sy aed (1.8.3) 


其 中 :v=w(z1y) 且 在 边界 9D LAF T p= mq, 
函数 了 取得 其 极 值 的 一 个 必要 条 件 是 , 它 的 一 阶 变 分 为 零 , 即 


aF ,avgF , du dF L 
òl = (esate ap +35 Fp ddy = 0; 


可 写成 
-pE -AG a a9) 8% 
MEESE + (B55 + 3a) 
=i)! (1. 8. 4) 
假设 在 边界 3D 上 有 分 段 连 续 的 斜率 ,根据 Green 定理 , 式 (1.8.4) 可 简化 为 
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fraF 3 (aF\_ a /aF IF aF 

a1 = foli- (ap)~ 35 (ae) Heads + fol Ede- Ea) = 0. (1.8.5) 
因为 在 边界 3D | RM v=0, 7.8.5 PR KPA WR, TPM v= v(Cxzyy) 在 域 D 内 不 
为 等 ,要 使 方程 (1. 8, HEM DBR AR 


E-E-E 


RIAR uC, y EER. 8. 1) WAR AE E es E A A TE. 8. 6)。 这 就 是 具有 两 
个 独立 自 变量 的 Euler-Lagrange 方程 。 仿 此 ,也 可 以 得 到 两 个 以 上 独立 自 变量 的 Euler- 
Lagrange 方程 。 

特别 是 .如果 两 数 一 z(z) 只 有 一 个 独立 自 变 量 r MARRA. 8. 1) 为 


b 
ILulz)] = [Feu )de, (1. 8. 7) 


(1. 8. 6) 


其 中 :一 至, 并 且 Euler-Lagrange 方程 (1.8.6) 简 化 成 标准 形式 


aF dfTaF 
5c ~ acl 5a |= 9 (1, 8.8) 


1.9 极 值 原理 


极 值 原理 是 偏 微 分 方程 理论 中 一 个 基本 且 重 要 的 结论 。 简 要 说 ,对 于 某 些 类 型 的 偏 微分 
方程 解 的 最 大 (小 ) 值 在 解 定 义 域 的 空间 或 时 间 边 界 上 。 这 个 原理 有 助 于 证 明 解 的 唯一 性 和 其 
他 “ 些 偏 微分 方程 的 基本 性 质 。 例 如 : 某 个 偏 微分 方程 描述 两 条 曲线 的 变形 ,而 且 第 一 条 曲线 
严格 在 第 二 条 曲线 之 内 ,那么 这 两 条 曲线 间 的 距离 应 满足 极 值 原理 。 极 值 原理 也 可 用 于 检验 
变形 曲线 的 自 交 叉 点 随时 间 增 加 或 减少 。 有 关 仿 微分 方程 的 极 值 原理 ,可 参阅 文献 [3]。 


[ 例 1. 9. 1] 假设 连续 函数 Car) Cay Be OR HE C 点 上 取得 极 值 ,其 二 阶 偏 导数 3 性 是 过 
续 的 , 且 在 点 cE [a,6] 取 得 局 部 最 大 ,根据 数学 分 析 的 基本 定理 有 


au 


AT? | pme 


au 


i 


<0, (1.9.1) 
假设 ,在 开 区 间 (a,2),x 满足 
e+ g(x) 2 > 0， 
其 中 :gtz) 是 有 界 函 数 。 很 明显 ,关系 式 (1.9.1) 在 开 区 间 (a, 思 无 法 满足 , 极 值 点 只 可 能 在 端 
点 a 或 5。 这 是 极 值 原理 的 一 个 例子 。 
[ 例 1.9.2] 假设 uz,y) 是 二 次 可 微 的 , 且 定义 拉 普 拉 斯 算 子 A= + 


方程 为 


2? 
ay’ 


拉 普 拉 斯 


Au = 0 o 
在 域 D 中 ,满足 上 述 方程 的 函数 u 称 为 调和 函数 。 如 果 u EMD 中 取得 最 大 ,那么 4 的 一 阶 
导数 为 零 ,二 阶 导数 为 负 ( 或 等 于 零 )。 因 此 在 极 值 点 ,有 

Au <0, 
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但 是 ,如 果 在 域 D 中 心 处 处 满足 
Au> 0, 
则 “不 能 取得 其 极 值 。 因 此 有 以 下 定理 ， 
定理 1.9.1 BERD PA Ax 之 0, 如 果 # 在 域 也 任意 点 取得 极 值 , 则 u 在 域 D 中 是 常数 ， 
上 述 定理 只 适用 于 具有 有 和 欠 函数 的 统一 棋 圆 算 子 ， 下 面 举 个 例子 说 明 这 个 简单 的 结果 对 
于 证 明 解 的 唯一 性 是 很 有 用 的 。 给 定 两 个 函数 fo. WM 8(*), 寻 找 在 有 界 区 间 D 中 二 次 可 
微 ,在 DU AD PIE W RA uC y) HER 口中 满足 


Au = fz, y)e 
在 边界 9D 上 为 
u = g(r), 
假设 u, 和 uz 是 方程 的 解 , 定 义 u= u ™ us ;容易 证 明 
Au=0, 


HF wf DUID 上 连续 朋 在 3D bu=0, AK x 所 0。 根 据 极 值 原理 ,在 域 DD 中 不 可 能 达到 
极 值 。 同 理 , 对 于 一 u, 有 u 之 0, 因 此 在 域 D 中 u=0, H. t =u. 
本 书 中 抛物 线 方 程 用 得 较 多 ,因此 考虑 抛物 线 方程 


那么 必 的 极 值 只 可 能 在 边界 S = (x= 0,0 tr} ,S. = (0K aSa,t=0) MS; = (a= a, 0Kte 
中 的 一 条 边界 上 。 
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第 2 章 有 限 差 分 法 


通常 ,图 像 中 内 容 比 较 复杂 ,不 易 用 简单 的 数学 模型 描述 。 因 此 ,用 偏 微分 方程 处 理 图 像 
问题 ,很 难得 到 解析 解 ,一 般 都 求 其 数值 通 近 (或 近似 ) 解 。 常 用 的 偏 微 分 方程 数值 解 的 方法 很 
多 ,如 :有 限 差分 法 ,有 限 单 元 法 ,边界 元 法 等 。 但 在 图 像 偏 微分 方程 中 ,用 得 最 多 的 是 有 限 差 
分 法 。 

本 章 从 有 限 差分 方程 解 的 基本 概念 开始 ,讨论 它 与 原 偏 微分 方程 解 的 关系 。 使 用 有 限 差 
分 法 时 应 当 了 解 算法 的 收敛 性 和 在 何 种 条 件 下 达到 收敛 以 及 解 的 准确 性 。 对 于 差分 方程 的 收 
钱 性 ,最 一 般 的 方法 是 从 一 致 性 ,稳定 性 和 Lax 定理 来 讨论 的 。Lax 定理 给 出 了 一 致 性 和 稳定 
性 与 差分 方程 收敛 性 之 间 的 关系 。 


2.1 有 限 差分 法 
考 虞 一 个 初始 边界 值 问题 的 偏 微 分 方程 
Ov = av 
a pi x € (0,1),t>0; (2.1.1) 
v(z,0) = f(x), x€ [0,1]; (2:129 
v(0,t) = alt), Clt) = b(t), t20, (2.1.3) 


AP: £(0)=a(0),A fl) =600), 
这 个 方程 的 解析 解 是 容易 求 的， 为 了 介绍 有 限 差 分 法 ,将 这 个 连续 偏 微分 方程 转化 成 离 
散 代 数 方程 ， 即 , 先 将 空间 域 分 成 均匀 的 网 格 点 (或 节点 )Ar 二 1/M, 如 图 2.1 所 示 。 


xp=0 x] x? XM- Xi 一 | 


图 2.1 间隔 [0,1] 分 成 均匀 的 网 格 点 
对 于 某 个 网 格 , 其 中 网 格 点 记 为 点 x,,& 二 0,…,M, 这 里 zi 一 ArT。 同样 ,可 以 在 时 间 轴 上 
分 成 均匀 的 网 格 点 At。 
数值 解 就 是 求 这 些 网 格 点 上 解 的 近似 值 或 下 近 值 。 定 义 ui 为 点 (kAzynaAt) 或 网 格 点 CR， 
n) 上 的 函数 。 函 数 ui 为 方程 (2.1.1) 一 (2.1.3) 在 点 (&Azr,zaAt) 解 的 通 近 值 。 
下 一 步 就 是 在 这 些 网 格 上 导出 方程 (2, 1,1)~(2,1.3) 的 通 近 表达 式 。 注 意 到 


av y U(X + At) — v(t) 
ge ron = im At s 


E, FT BoE A Az nae) EMEA 


了 (2.1.4) 
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同样 ， 可 以 将 点 (C&AzxsnAt) 上 的 2 EL 


Une 一 Zuk + ui 
6 


Axe (2.1.5) 
这 样 , 在 点 (kAz,nAt) 上 偏 微分 方程 (2. 1. 1) 可 利用 式 (2, 1,4) 和 (2, 1,5) 近 似 为 
2 
on # Boos waa (2.1.6) 
或 
uy = uf +s = (uh 一 Zui + uki )o C21, 79 
最 后 ,初始 条 件 和 边界 条 件 可 以 近似 为 
= f(kAx), k = 0, M, (2.1. 8) 
uz: = af(n+ DAt], n = 0 (2, iL 9) 
和 
ut? = bint DAt], n= 0,., (2.1.10) 


适当 选择 Az( 或 M) 和 At, 然后 解 离 散 化 的 代数 方程 (2.1.7) 一 (2.1. 10》, 就 可 以 得 到 原 
方程 (2, 1,1) 一 (2,1.3) 的 通 近 解 。 
解 代数 方程 (2. 1.7)~(2. 1.10) 能 直接 得 到 第 (nn 十 1) 时 间 的 变量 ,因此 称 之 为 显 式 格式 。 


2.2 截断 误差 
土 节 推导 和 逼近 偏 微分 方程 (2.1. 1) 的 有 限 差分 方程 时 ,用 了 近似 式 
20 nar kox) w i — 
at , A 
根据 泰勒 级 数 展开 公式 ,有 
oft! = vfhAz, (n + 1)At] =w(AAzynAn) + ekarna) a 
| + 2 2Ckdr nAt) AF toe, (2, 2.1) 
因此 ,有 
ut — uf _ av At fey oa 
wt = armad + FSF) toe (2, 2,2) 
假设 ,在 (ArynaAt) Fv J bill i ial Wid 
dini 22 (kar sndt) + OAN), (2. 2. 3) 
定义 截断 误差 
P we vt _ Ekarma) = OAN) 


在 大 多 数 情况 下 ,由 于 截断 误差 与 At 同 阶 ,如 果 At 充分 小 ， yy 5 a ea Ma aE 
ENPENETRI AE AAT 
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同样 可 得 单 边 差分 格式 ， 
tha — U = 3v 
a = Ja FATAN 十 OGAz)， (2, 2, 4) 
Mes cs 2b wat) OAs) (2. 2.5) 
Az ax R 
和 中 心 差 分 格式 ， 
Vit — Vin _ Ov 2 
a = 了 (REAzrnAt) 十 OAZ Jä (2, 2. 6) 


BY VA A eH FP Cy EP HB UE TR EG Ax* 同 阶 ,而 单 边 差分 与 Az 同 阶 , 因 此 中 心 差 分 
对 于 一 阶 导 数 的 下 近 要 比 单 边 差分 准确 。 
对 于 偏 微分 方程 (2, 1, 1) 的 差分 通 近 为 


du ay 
ay Rat mdi) H gza (kAT nAL) 


npl oa y 
sH OA L at, — ot + uh) HOA) 十 OLAz’)。 (2.2.7) 
At Ax 


可 见 , 差 分 方程 (2. 1, 6) TUE OD AEO. 1. 1) 的 准确 度 关 于 At 是 一 阶 的 ,而 关于 Ax 是 二 
阶 的 。 换 句 话 说 ,如 果 v=wv(zx,t) 是 偏 微分 方程 的 解 , 那 么 差分 方程 的 截断 误差 ,关于 At 是 一 
阶 的 ,而 关于 Az 是 二 阶 的 。 


woe FE ae Sh (2. 1. TI 


ugt = uf + 2y BE ci — 2u + ul i). (2. 2. 8) 
这 祥 ,差分 格式 (2. 2. 8) 在 空间 和 时 间 上 截断 误差 都 是 二 阶 的 。 这 种 格式 称 为 三 层 格式 ,或 
leapfrog 格式 。 
2.3 选择 Ax 和 Ai 


除了 采用 合适 的 差分 方程 格式 可 以 减少 截断 误差 外 ,适当 地 选用 Az 和 At 也 是 减少 截断 
误差 的 一 个 途径 。 迁 代 格 式 (2. 1, 7) ,如 果 适 当选 择 Az 和 At 可 以 提高 精度 的 阶 次 。 从 展开 
式 (2. 2,7), 有 


av wy d CAN afte. Atif ouy Ae (a vy" 
(FiA) -|Z fae |a = A F), 3} TAA 
Az’ atv . Az Hv ve | 
+e[2 ii ( at), +2 ei Erai , 2.3.) 
因此 
av _ Po 
at Å Je 
Ju au 
| 2 pasate’ 
vy au _ a(S) AEri ET 
ae atax® Bae a Jr azx*” 


将 上 式 代 人 式 (2, 3. DA 
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3, ‘ k 
e-i- e eE 
selear), eA Ga), 
ai (u +28) av)" +OP) + OCAx'). 


因此 ,如 果 选 择 At= ÂE ,那么 该 方程 在 时 间 上 是 二 阶 的 ,而 在 空间 上 是 四 阶 的 ， 


2.4 非 齐 次 方程 和 边界 条 件 


本 节 讨论 与 方程 (2, 1. 1) 相 似 的 一 类 非 齐 次 偏 微分 方 各 
32 S uE + Flat), xE (0,1),t >0, (2,4, 1) 


只 要 将 式 (2. 2.8) 稍 加 修改 就 可 以 解 非 齐 次 偏 微分 方程 (2.4.1)。 记 成 二 F(RkAr,nAt), 有 差 
分 格式 


ut = uj + EN Oud + OF (2. 4. 2) 
如 果 边 界 条 件 与 时 间 有 关 , 在 随时 间 变 化 的 差分 格式 中 也 应 考虑 边界 条 件 。 


2.5 收敛 性 


2.5.1 初 值 问题 


精心 选择 有 限 差 分 格式 可 以 得 到 相应 偏 微分 方程 的 近似 解 。 实 际 离散 化 过 程 中 ,要 确保 
差分 方程 的 解 能 以 任意 精度 逼近 其 偏 微分 方程 的 精确 解 ， 需 要 证 明 差 分 方程 解 是 否 能 收敛 到 
偏 微分 方程 的 解 。 差 分 方程 收敛 性 不 是 容易 解决 的 问题 。 以 初 值 冶 题 为 例 , 考 虚 偏 微分 方程 : 

Lv = F, (2.5, 1) 

SOP. RM ALF 的 定义 域 是 整个 实 轴 ;初始 条 件 为 v(x,0) 二 了 (x)。 假 定 已 经 求 得 此 问题 在 
离散 网 格 (采样 间隔 为 Ax 和 At) 上 的 一 个 近似 解 好 (在 差分 格式 中 用 Li 表示 ,上 标 n 表示 时 
间 步 骤 , 下 标 上 表示 空间 网 格 点 ) ,并且 ui 满足 初始 条 件 : 鸡 一 让 RAz) R= — Oy, 00, Sv 
为 初 值 问题 的 精确 解 , 有 下 述 定义 。 

定义 2.5.1 如 果 对 任意 zx 和 z, 当 Az 和 Wt 收 全 到 0, 并 且 [kAX,(n 十 1)At] 收 化 到 (xz， 
yD BD ct 收 敏 到 v(x,y), 则 称 通 近 偏 微分 方程 的 差分 格式 Lu= F 是 点 (pointwise) 收 全 的 。 

[ 例 2.5.1] 证 明 差分 格式 


usm? oS (1 —2r)ui + ru: + ul), (2.5, 2) 
ue = fC(kAr), (2,'5..39 
式 中 :r=HAtAz ,OO<Srsl/23 点 收敛 于 初始 值 问 题 
dv av 
le i xE Rit> 0; (2,5. 4) 
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u(z,0) = f(z), LER, (2, 5. 5) 
[ 解 ] FRAAIE SE LRARALRMR LOA, RA k ocko E 
的 整数 。 
令 初 始 值 问题 (2. 5. 4) 和 (2, 5. 5) 的 精确 解 为 v=(x,t) ,并 设 
zi = uj — v(kAx,ndt). (2,5. 6) 
FH v RAB. 2. 7)[ 使 方程 (2. 2.7) 的 等 号 左边 为 零 ] 并 两 边 乘 以 Ai, 可见 y= 
uk At, nAt) ii fe 


ur = (1— 2r) t+ ria + vb) + OCA") + OC AtSz”). as a S 
然后 将 式 (2.5.2) 减 去 式 (2.5.7) ,有 
atl = (1 —- 2rd2t + rezk + 2h.) HOARE) + OC Ath2”). (2.5, 8) 


如 果 0<r 人 1/2, 式 (2. 5. 8) 右 边 的 系数 是 非 负 的 ,并 且 
| zi (SO 一 2r) | xh ltr | ete ltr | sh FAP + Atar) 
<Z" + ACAt + dtAz’), 
其 中 ;A 是 v 的 高 阶 无 穷 小 量 ;2Z" 二 supi {lil}. REEERE k 的 上 界 得 到 
Zl < 2+ ACAr + Atdz*). (2.5.9) 
重复 式 (2. 5.9) 得 到 
ZH KZ 十 A(CAE + Athz’) 
<2Z7* 4+ 2A(At + AtAz*) 


<P + (n+1)ACAt] + dtdz*), 
Aw,Z=0, 
| utt?—vkAz (n+ Darl IS ZY, Hint DAt>t, 
当 At, Az—>0 
| ugt! — vf kAr, (n + DA] |S (n+ DAA (At + Oz’) + 0, (2.5.10) 
可 知 , 对 于 任意 的 zx 和 t, 当 AL 和 Az 趋 于 零 时 ,[&Azy(Cna 二 1)At->(zyti)zt F vet). HE 
明 过 程 中 应 该 注意 以 下 三 点 : 
(1) 式 (2.5.10? 巾 (n+ 1) 对 收效 有 较 大 影响 ,因此 条 件 (a+ 1)At->t 是 极其 重要 的 。 
(2) 式 (2.5.10) 中 条 件 0< rs1/2 也 很 重要 ,这样 对 时 间 步 长 At 有 了 约束 。 
《3) 证 明 过 程 中 要 求 高 阶 无 穷 小 量 A 在 所 有 网 格 点 六 和 时 间 RCO, AEA R 
所 有 有 界 序列 /的 范 数 的 上 界 (sup-norm) 表 示 为 
WL {a} lo = _Sup | % 本 
4 让 二 Cd) GREW, MF t,4(n+1) dt Bit 
Btu" GE vl > yt). Be” ORS. Az 和 At 趋向 于 0 Bf avt EH 
趋向 于 0。 
通常 ,点 收敛 的 证 明 比 较 困 难 , 因 此 很 少 使 用 。 取 而 代 之 的 是 ,用 偏 微分 方程 解 和 差分 方 
程 解 的 差 的 范 数 证 明 收敛 。 这 是 上 述 按 范 数 上 界 收 钱 的 推广 。 为 方便 ,以 w" 表示 差分 方程 解 
的 值 {w) 组 成 的 矢量 ,以 w 表示 偏 微 分 方程 在 网 格 点 处 解 的 值 v(kAzx,nAt) 组 成 的 矢量 。 
定义 2.5.2 在 时 间 t ,如果 Ax->0,At->0 且 (n 十 1)At-*t 时 ,有 
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| u — yt! |] +0, (2,5, 11) 
UU A A SEL hd PY E Lu F AÉ AAA Livi =G} EA 

Ag AL AB , FG BE Tf HER Sy PR BY) PF WS SB ek SS FR SE PE AE SE YB 
(pq) 

定义 2.5.3 当 Az 和 At 趋 近 于 0 时 ,如 果 对 于 任意 上 , 当 (n 十 1)Ar 收敛 到 上 时 ,有 

| ut — vt = Olr) OCA), (2. 5, 12) 
MEEA A BE Lo F AEP AK Liu =G; AGP. dU, 

上 述 定义 中 , 式 (2.5.12)? 中 的 高 阶 无 穷 小 量 的 严格 含义 是 ,存在 一 个 常数 C 满足 | ze 一 
vw ' 所 CCAx? 十 A#?)。 在 这 种 情况 下 ,常数 C 与 时 间 上 有 关 。 对 于 [ 例 2.5.1], 差 分 格式 
《2.5.2) 的 收敛 速度 为 阶 (2,1)。 

需要 指出 ,本 章 将 在 无 限 维 线性 空间 讨论 并 证 明 初 值 问 题 的 收 钱 性 (及 以 后 的 一 致 性 和 稳 
定性 )。 我 们 不 要 求 读者 完全 掌握 泛 函 分 析 知 识 , 但 只 有 使 用 空间 L 和 la. a ,才能 得 到 初 值 问 
题 收 全 性 的 准确 证 明 。 因 此 下 节 将 简单 介绍 无 限 维 线性 空间 和 范 的 概念 。 


2.5.2 初 边 值 问题 


讨论 初 边 值 问题 差分 格式 是 否 收 化 和 初 值 问 题 格 式 的 差别 在 于 所 处 的 空间 。 如 果 使 Az 
或 Ag 较 小 ,问题 的 空间 是 序列 空间 ,一 co<k<ce。 如 果 在 区 间 [0,1] 上 考虑 差分 格式 ,其 边界 
fA Dirichlet 边界 条 件 , 那 么 ,成 为 有 限 维 空间 问题 。 给 定 u= fl kar) k=0, M， 
ul =Oyn=1y SFA uh =O0sn— 1, ,那么 ,根据 差分 格式 ,可 有 ui, 二 1 ,M 一 1;n 二 1，。 
当 Aa 变 小 时 (或 M 变 大 ) ,矢量 中 的 未 知 量 增多 。 并 非 不 能 衡量 偏 微分 方程 的 解 和 差分 方程 
解 之 间 的 差别 ,关键 在 于 没有 一 个 “好 的 空间 ”, 并 在 此 空间 内 可 以 收敛 。 

对 于 这 个 问题 ,有 很 多 解决 方法 。 本 文 所 采用 的 方法 是 ,让 Ar BEF 0, 并 在 一 个 合适 的 
空间 内 按 某 种 范 数 讨论 收敛 性 ， 

将 区 间 [0,1]( 当 然 , 可 以 是 其 他 任意 区 间 ) 进 行 分 割 ,使 其 成 为 均匀 网 格 , 其 增 量 为 Ar。 
考虑 由 增 量 {Azi} ,j 一 1,… 产 生 的 分 割 序列 , 当 jce 时 ,Azi 一 0。 令 Xi 表示 有 限 维 赋 范 线性 


空间 , 它 包含 了 增 量 oz, 相关 的 解 。 如 果 用 || ， ||, 表示 空间 Xi 上 的 范 数 , 则 可 定义 初 边 值 
问题 的 收敛 性 如 下 。 

定义 2.5.4 在 时 间 t 如果 对 任意 分 割 序列 {Azi) , 当 joo bt 0 Ant 1) Ate 时 ,有 

|w —wv ||; 0, (2. 5, 13) 


ME VT E a 4) 522 LN) HEY) DE Sp PK FE OA). 
MGR AT AFAR NE MM Pg). 
[2.5.2] 4 0<r<1/2. EREDAR 


uf! = (1 —2r)ul + rlu tub), n> 0,k = 1,0. M—1; (2. 5. 14) 
ut = uf! = 0, no 0; (2, 5, 15) 
uy = flkAr), k= Oye M, (2, 5, 16) 
VA HEE HY E FE Wi Se a A A AE fe A 
dv 3 v 
3 5p” x€ (0,1),4>0, (2.5.17) 


v(z,0) = f(z), x € [0,1], (2. 5. 18) 
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vO) =v, =0, >O (2.5.19) 

[ 解 ] 证 明 差 分 格式 (2.5. 14) 02.5. Le aa RS 2. 5. 1] 中 初始 值 问 题 基本 相 
同 ,所 不 同 的 是 本 例 中 矢量 是 有 根 长 度 的 ,而 步 长 则 可 以 变化 。 而 生 , 为 了 证 明 需 添加 一 些 假 
设 。 设 具有 Mi +17 8HSH PAs, 是 增 量 ,而 xX, 表示 具有 有 限 维 范 的 上 界 


|| Cui 1 || mre = sup | u | (2.5, 20) 
2 了 {ike 一 ! 


的 (M, 一 1) 维 矢量 空间 。 并 令 
za = uy — URAXT; nit) a (2.5.21) 
如 [ 例 2.5, 1],z2 满足 
ett! = (1 —2rdettr(etn tet.) + OAH) HOA), k= 1Mj 一 1。 
(2,5, 22) 
如 果 0<r<1/2 ,方程 (2.5.22》 右 边 是 非 负 的 , 且 
| eet? KA 2r) | et | 十 7 | eta [tr | 2h HAP 十 AtCAz) ) 
<r || seo + ACAP + AtAz}). 
RP= ete] 。 可 得 
| et Wh nation C+ DAAC + Ari) o (2.5. 23) 
Att 4 joo, At A(n+1) Ate 时 ， 
arth vt Ul ati > Os 


BNsh (2.5.14) ~(2. 5. 16) WR, 


2.6 线性 代数 基本 概念 


有 限 差 分 格式 的 收敛 性 是 在 有 限 维和 无 限 维 线性 空间 上 证 明 的 。 为 了 使 内 容 完整 ,有 必 
要 介绍 线性 代数 和 泛 函 分 析 中 的 一 些 空间 和 范 数 。 若 需要 了 解 更 详细 的 内 容 , 请 参考 文献 
[6]. 


2.6.1 空间 和 范 数 
对 于 有 限 维 空间 ,如 N 维 空间 , 指 的 是 实 欧 几 里 德 空间 A 或 复数 欧 几 里 德 空间 C" 。 经 


常用 的 有 限 维 范 数 有 ， 
欧元 里 德 范 数 ， 
el = /> us |? o (2.6.1) 
范 数 laar: di 
lull zas = $7 | u | Ax. (2.6.2) 
范 数 的 上 界 ， 


一 2.6.3 
| we I ce sup, | tu | 。 (2.6. 3) 


需要 指出 ,在 空间 RY , 范 数 |。| 表 示 绝 对 值 , 当 在 空间 CY 里 面 时 , 它 表示 复数 的 幅 值 。 
在 空间 RN 或 CY 中 ,所 有 这 些 范 煞 是 等 价 的 。 
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无 限 维 序列 空间 包含 实 和 复 !; 空间 ， 


l= {= Cd uo us )T | > | u |? < oo}, (2, 6. 4) 
其 范 数 为 
ull. = i | wm |’. (2. 6. 5) 
k= 一 co 


HAN SLL, 空间 具有 能 量 范 数 laa ,其 范 数 为 


Nell noe =] D lu lAr, (2.6.6) 
komn 


TRA H AF e E 
bes = fu = Co uy suo sls) | a | Uy |< ca}, (2, 6.7) 
其 范 数 为 
tell. = _sup | Ts (2.6.8) 
最 后 , 当 进 行 变换 时 ,将 得 到 复 值 无 限 维 线性 空间 , 勒 贝 格 平方 积分 函数 L;(R)， 
LR = {vt RCH] vn ldr< o}, (2.6.9) 
HERA 


lelle =f | v(x) 1:dz。 (2. 6. 10) 


需要 指出 的 是 ,上 面 用 到 的 | RRERLETRA. BOF BU RS. ME. 


函数 R 的 域 一 般 为 实 轴 界 , 或 区 间 [ 一 *,*]。 如 果 函 数 为 复数 时 ,符号 Lu(z)] 指 的 是 复数 的 幅 
值 。 


2.6.2 ,关子 


在 上 述 线 性 空间 中 考虑 问题 时 ,差分 运算 及 其 变换 就 成 了 这 些 空间 上 的 算 子 。 考 虑 算 子 
QQ: XX, X 为 线性 空间 ,其 范 数 为 | ，|| ,序列 空间 上 的 算 子 是 由 第 个 元 素 定义 的 ， 
例如 ,如 果 已 经 定义 Qu’ 的 第 ARH (Qu), =u tr ul MBAR ut Sui tr ut 可 
Btu’ Qu", Ly SEAR FH RMR, Qu =plOuld, 定义 在 有 限 维 
空间 上 的 算 子 (包括 差分 算 子 ) 经 常 以 矩阵 的 方式 描述 。 

本 章 会 涉及 算 子 的 范 数 , 但 计算 算 子 的 范 数 几乎 不 可 能 。 我 们 将 梁 出 的 适 于 计算 范 数 的 
两 个 结果 都 与 有 限 维 算 子 和 答 阵 有 关 。 因 此 首先 陈述 一 个 结果 , 它 能 够 计算 Hermitian HH 
的 范 数 (如 果 和 矩阵 4' = 4, 这 里 4' 是 4 的 共 轰 转 置 , 则 称 和 矩阵 A 为 Hermitian 矩阵 。) 

命题 2.6.1 WREAK NXN 的 Hermitian 矩阵 ,那么 

| Al] =c(4)， 
step .o(A)=max{|Al :4 为 A 的 特征 伪 },z(4) 称 为 是 矩阵 4 的 谱 半 径 。 
同样 ,对 于 一 艇 的 矩阵 ,有 
命题 2.6.2 MRAANXN 和 矩阵 ,那么 
| A || = vo" A). 
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2.6.3 2 mee 


EAR RN GRKS = ae. AAR = PE. F 


殊 的 三 角 和 矩阵 ,其 特征 值 和 特征 向 量 是 知道 的 。 例 如 ,对 于 
b 部 


T = Tr(a,b,c) = ; 9 


其 特征 值 为 
Ai = b+ 2e¢, A cos 
c 


对 于 j= 二 1,…,N, 相 应 的 特征 向 量 为 


N+" 


tti 
um |u |, u = 2(Vs) sin gri’ k=l, 
ul’ 
其 他 一 些 特殊 的 三 角 和 矩阵 ,其 特征 值 和 特征 向 量 为 
1 一 1 0 
一 1 2 一 1 0 
Ty, p > : ’ 


mip el OL oe 
A; 一 2 一 2cos NJI 9) l,e N, 


uy? 呈 cos SE DEE, 和 


JEP xr, =(2k—1)Ar/2 k=l, N, Ar=2/(2N +1). 
2-2 0 
ai 2-1 0 
Tao = - 
0 —1 2-1 

0 一 1 23jJwv 
A, 一 2 一 2cos he, j=1,=,N, 


uy? er (2; aa Ls Lye Nij = ly 


其 中 rrp = (k—-D Ar k=1,°",N,Ax=1/N, 


(2, 


(2. 


(2, 


(2, 


(2. 


《2. 


(2. 


(2. 


6. 


. 6. 


6. 


6, 


6. 


6. 


6. 


11) 


12) 


13) 


, 14) 


15) 


16} 


.17) 


18) 


19) 
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2 一 2 0 
— l 2 一 1 0 
Tsn, = . ， (2. 6, 20) 
0 一 1 2 —i 
0 一 2 2j Nn 


i, = 2—2e0s ee, jis fy, N, (2,6. 21) 
ul? = cos(2j — Inti, k= lse Nij = lp N., (2. 6, 22) 


H ox, =(k—-1) Oz, kR=1,°",NiAr=1/(N—-1). 


2.7 一 致 性 


2.7.1 初 值 问题 


设 考虑 的 偏 微分 方程 为 上 Lu= 必 ,其 相应 的 有 限 差 通 近 为 Liw 二 中 。 其 中 Gi 表示 有 限 差 
DMB. A PRE. 
定义 2.7.1 如 果 对 任意 光滑 函数 P= PCr, 0), Ax Ay>0 HL RAr, (n +1) dt) (212) 
时 ,和 有 
(L$ — F) |i —LLit(kAr,ndt) — GG]— 0, (2.7.1) 
WK PRE ADR Liu; =G 与 偏 微分 方程 Lu 一 下 在 点 (z, 世 是 点 (pointwise) 一 致 的 。 
如 果 将 差分 格式 写成 
u™! = Qu" + AG", (2;7,2) 
这 里 : 
u" = Cepu putut)", 
G" = (ee G GG)", 
而 Q 为 相应 空间 中 的 算 子 ,那么 ,关于 一 致 性 的 更 强 的 定义 如 下 : 
定义 2.7.2 当 AzAl 一 0, 如 果 仿 微分 方程 的 解 "满足 


yt) = Qy” + AtG" + Art", (2.7.3) 
这 里 wr 表示 向 量 , 其 第 点 个 分 量 为 vu(kAT,nAt), 且 
il q” | — 0, 


则 称 有 限 差分 格式 (2. 7. 2) 与 偏 微分 方程 是 按 范 数 外 ， | 一致 的 。 
下 面 给 出 关于 一 致 性 的 另 一 个 定义 , 它 与 上 面 的 定义 稍 有 不 同 。 


定义 2.7.3 如 果 
Ie = Oaz) + OCA), (2.7.4) 
WY a PRL BE 5) RC 2. 7. 2) WE BE Br Cp. o SSE A 9 ia De BE. FR e 或 上 l ARE 
误差 。 
[ 例 2.7.1) 讨论 显 式 差 分 格式 
WO (2.7.5) 


At Ax’ 
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与 偏 微分 方程 
i Orme > (2.7.6) 


的 一 致 性 。 
[ 解 ] 假定 偏 微 分 方程 (2.7.6) 的 解 为 vu v RAHO 7. 5), 可 见 表 达 式 (2. 7. 5) 
HAAS Hs 


wth 
UM can, of = OCAt) + OlAz"). (2.7.7) 
At Ax 


根据 定义 2.7.1 至 定义 2.7.3, 必 须 注意 项 OC AD +O Ar"), WME vN FE 的 二 阶 导数 和 对 
Fr 的 四 阶 导 数 存在 且 有 界 , 则 表明 差分 格式 (2.7.5) 与 偏 微分 方程 (2.7.6) 是 点 一 致 的 。 

为 了 证 明 差 分 格式 (2, 7.5) 的 一 致 性 ,或 精度 为 阶 (2,1) ,必须 将 格式 写成 式 (2.?.2) 的 形 
式 。 为 此 ,将 式 (2.?7.5) 的 两 边 乘 以 At, 经 过 变换 得 到 


At 
Az? 


今 偏 微 分 方程 (2.7.6) 的 解 为 v, 记 r= 二 JAt/AT* ,有 
At =r! — [a triin — 2p +0] 


uf"! = uf +4 (uly, — Rui + ui). (2.7.8) 


» (av\" 3v At’ 
=U (Sy) det Ar,h) “> 


2 antru (2) art (SS " dz (Es "ar 


| ax k D ar’ r 6 
23 Ax! _ «_ (av\" 
| (S52 nan a eu (az) az 
au * Ax" av * Ass aty al 
下 (a ), “ar 人 ), 6 + (元 ) (ara rnan) 24 | 
— (2 y =m 2 Fe à av at 
= a1), Ai rAr (Sa) + (RAT st) 5 
oy Azt /dv Ax 
Nda! 24 \azt Dr ih 
"(Ft Cay naD 24 r( 57) (an nt) i (2 9) 
dv vw k vy At 
jan inAD Sat — p 22 Ce snae) Sar, (2, 7,10) 
Hga a 24 3 区 


Kbit, ,zi 和 zs 是 泰 勤 级 数 晨 开 余 项 中 相应 的 点 ,而 式 (2. 7. 10? 是 将 式 (2.7.9) 中 代入 r= 
ay 


a 
LAt/ Ax? 后 得 到 的 点 。 AS e570 
F u(kAret,) At aula, nAt) , Iolar: »nAt) Az 


Bu AREY He RXLO to ORE >O ESTATE BS 


按 范 数 的 上 界 差 分 格式 的 精度 为 阶 (2,1) ARAB BRT AS et FE RA Ar 和 At 满足 
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> |), 


k=. 


2 
Ar <A<co 


且 
ld ay nm | 2 
| Ea Ar < B< o, 
那么 称 按 范 数 1;,,,. 差 分 格式 的 精度 为 阶 (2,1)。 
2.7.2 初 边 值 问 题 

如 向 讨论 收 伍 性 时 , 初 边 值 问题 与 初 值 问题 不 同 。 在 处 理 一 致 性 时 , 初 边 值 问题 与 初 值 问 
题 也 有 所 不 同 。 虽 然 点 一 致 性 的 定义 2.7.1 仍 适 用 于 初 边 值 问题 ,但 需要 对 边界 条 件 进 行 分 
析 。 

如 2.5.2 节 , 考 虚 分 割 区 间 [0,1j] 产 生 的 序列 , 它 由 空间 增 量 {Az; ) 、 相 应 的 空间 {X,) 及 其 
范 数 { | 外， 省 )} 来 描述 。 将 方程 (2.7,3) 和 (2,7.4) 中 的 范 数 替换 成 范 数 序列 外 ，i|，, 后 ,定义 
2.7.2 和 2,7,3 就 适合 于 初 边 值 问 题 。 初 值 问题 和 初 边 值 问 题 的 重要 差别 在 于 初 边 值 问题 是 
以 可 分 析 的 形式 给 出 的 ,如 式 (2.7.2) ,并 且 建 立 在 矢量 空间 的 某 个 逻辑 序列 上 。 例 如 ,对 于 初 
边 值 问 题 的 显 式 差分 格式 (2.5. 2) 和 Dirichlet 边界 条 件 , 可 以 容易 得 到 按 范 数 的 上 界 或 1,。 
范 数 的 点 一 致 性 且 其 精度 为 阶 (2,1)。 

由 于 计算 的 原因 ,一 致 通 近 边界 条 件 和 一 致 副 近 偏 微分 方程 同样 重要 。 利 用 一 致 性 得 到 


收 敏 性 时 ,边界 条 件 的 各 近 为 差分 方程 的 一 个 组 成 部 分 ， 应 该 指出 ,如 何 处 理 边界 条 件 是 非常 
重要 的 。 


2.8 稳定 性 


要 证 明 差 分 方程 的 收 钱 性 ,需要 先 证 明 一 致 性 和 稳定 性 。 由 于 已 经 讨论 了 证 明 一 致 性 和 
收敛 性 的 方法 ,本 节 将 讨论 稳定 性 问题 。 讨 论 一 致 性 问题 所 采用 的 大 部 分 方法 可 用 于 讨论 稳 
定性 问题 。 证 明 收 合 性 的 主要 问题 居 证 明 稳定 性 。 证 明 稳 定性 一 般 来 讲 比 证 明 收 钱 性 容易 ， 
但 对 于 给 定 差分 格式 要 证 明 其 稳定 性 依然 比较 困难 。 


2.8.1 WRM 


对 于 差分 格式 的 稳定 性 ,通常 的 定义 是 初始 条 件 微小 误差 引起 差分 方程 解 的 误差 必须 在 
允许 的 很 小 范围 内 。 这 个 定义 允许 误差 存在 ,但 不 得 以 指数 倍增 长 。 可 以 说 ,差分 算法 的 稳定 
性 定义 类 似 于 偏 微分 方程 的 适 定性 定义 。 

讨论 差分 格式 

w™ = Qu", n20 (2.8.1) 
的 稳定 性 , 它 是 空间 只 上 章 次 线性 偏 微分 方程 初 值 问 题 的 一 般 格 式 ， 

定义 2.8.1 WF OSt=—(nt+DAt,0<Ar<Axn B OCALA ,如 果 存 在 正常 数 Axo， 

Ayo 和 非 负 常数 K ,8, 使 得 
lu || < Ke” |lu’ ||, (2.8. 2) 
则 差分 格式 (2. 8.1) 按 范 数 |， || 是 稳定 的 。 
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讨论 非 齐 次 差分 格式 的 稳定 性 时 , 仅 考察 相应 齐 次 格式 的 稳定 性 。 非 齐 次 项 带 来 的 误差 
在 截断 误差 项 r 中 考 港 。 文 献 中 有 很 多 类 似 的 稳定 性 定义 ,定义 2, 8.1 是 比较 强 的 定义 。 有 
些 定义 只 要 求 对 于 任意 的 六 有 (十 1)AST( 其 中 并 和 有 与 了 相关 ), 则 条 件 式 (2. 8.2) 成 立 。 
更 常见 的 条 件 是 不 允许 解 按 指数 增长 ,即将 条 件 式 (2, 8,2) 改 为 
la | <Kile i。 (2. 8. 3) 
不 等 式 (2.8.2) 可 以 引出 关于 稳定 性 的 下 列 特 性 。 
命题 2.8.2 sFOSt=—(nt1) at,0<Arcdxn, B OCAS Ath, 4AM 4FEER RM 
Axes Ato 和 非 负 常 数 K 和 有 ,使 得 
Qn | < Ke*, (2.8.4) 
则 差分 格式 (2, 8. 2) 是 按 范 数 ‖ - | 稳定 的 。 
注意 ,不 等 式 (2.8.4) 中 的 范 数 是 算 子 的 范 数 而 不 是 矢量 的 范 数 。 
[ 例 2.8.1] 证 明 差分 格式 
ut! = (1 — 2rdul + rlum + ub.) (2. 8.5) 
按 范 数 的 上 界 是 稳定 的 。 
[R] 本 例 的 解法 与 [ 例 2. 5. 1] 相 同 。 注 意 到 如 果 r12, 
fat? KAL | uf rE ata H uh D < ete. 
将 上 式 的 两 边 对 于 上 取 上 界 ,得 到 
uw? lo <= aie, 
因此 满足 不 等 式 (2. 8. 3) ,其 中 天 =1 且 B=0。 
上 述 证 明 中 要 求 r* 委 172, 这 种 情况 称 差分 格式 (2. 8. 5) 是 条 件 稳定 (conditionally stable) 
的 。 其 条 件 是 + 志 1/2。 如 果 不 和 需要 对 At 和 Ax 施加 任何 约束 条 件 就 可 以 证 明 给 定 差 分 格式 
的 稳定 性 , 则 称 该 差分 格式 是 稳定 (stable) 的 或 无 条 件 稳 定 (unconditionally stable) 的 。 


2.8.2 初 边 值 问题 


如 同 在 收敛 性 和 稳定 性 问题 中 所 考虑 的 ,假定 由 区 间 划 分 所 产生 的 序列 ,此 序列 由 增 量 
lAr ,序列 的 空间 {X;} 和 其 范 数 上， | ; 来 描述 。 当 它 满 足 不 等 式 (2. 8. 2) 或 (2. 8. 3) 时 ,此 
时 范 数 为 上 ，|| ,那么 , 称 初 边 值 问 题 的 差分 格式 是 稳定 的 。 

[ 例 2.8.2] 证 明 初 边 值 问题 

av au 


5 Heo TE (0,1),t>0, (2. 8. 6) 
vx,0) = f(x), « € [0,1], (2.8.7) 
v(O,2) = v(1,t) = 0, t>0 (2, 8. 8) 
的 差分 格式 
uy = uitrus k=l ye M—1, (2.8.9) 
uf! = uff = 0, (2. 8, 10) 
ul = ftkRAr), k= 0," Me (2.8.11) 


WR rs1/2 ,差分 格式 (2.8.9) 一 (2.8.11) 是 稳定 的 。 
[ 解 ] 设 空间 X; 是 (Mi 一 1) 个 矢量 张 成 的 空间 ,其 中 MAr, 一 1, 并 且 范 数 | ，|, 表示 
在 空间 Xi 上 范 数 的 上 界 。 
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注意 到 如 果 rs1/2, 有 
|a [=| G — 2r) + riula + uti) | 
<| 1 — 2r) || at [Hre uia | 十 | uta 1) 
<(1—2r) le strie triel, 


|l u" \ jo 
AUR k REAR, 
ert hys lat ds 
重复 使 用 .上 式 ,得 到 
Lal, we Ul. 


因此 当天 =1 且 8=0, 差 分 格式 是 稳定 的 ， 
2.9 Lax 定理 


我 们 马 经 讨论 了 收敛 性 .一 致 性 和 稳定 性 ,Lax 定理 则 给 出 它们 之 闻 的 联系 。 
定理 2.9.1 Lax SMER TEER HE A) A, ,如 果 差 分 格式 
au”) = Qu* + AG" (2.9, 1) 
与 原 方程 具 有 一 致 性 ,那么 当 且 仅 当 该 格式 是 稳定 的 时 候 , 这 个 差分 格式 是 收 敏 的 。 
就 是 说 ,只 要 差分 格式 与 原 方程 具有 一 致 性 ,那么 这 个 差分 格式 的 收敛 性 和 稳定 性 是 等 价 
的 。 我 们 不 对 此 定理 进行 证 明 。 
定理 2.9.2 Lax 定理 ”对 于 适 定 的 线性 初 值 问题 ,如 果 差 分 格式 
Wt = Qu" + AtG’" 
FEMA + || 意义 下 ,其 精度 的 阶 为 (p,q) ,而 且 按 范 数 || + 上 | 来 说 , 它 是 稳定 的 ,那么 称 按 范 
Hl + | 这 个 差分 格式 以 阶 ( 如 9) 收敛 。 
[证 明 ] 令 v=wv(x,t) 表 示 初 值 问 题 的 精确 解 。 那 么 ,由 于 差分 格式 的 精度 为 阶 (p,g)， 


有 
Vh = Qr + AG” + Art’. (2,9. 2) 
RE |e || 二 OCAzx?) 十 OCAW)。 定 义 w Aw —w BA we 
wl = QW’ + Ait”, (2.9. 3) 


反复 应 用 方程 (2. 9. 3) ,得 到 
wt! <= Qw" + Att" 
=Q(Qw™! + Arr?) + Atr" 


=Q wt! + AQ + Art" (2,9. 4) 

= Qt w+ At >) m, (2, 9.5) 
j=0 

wet = At DQrTi, (2. 9. 6) 


J 


由 于 差分 格式 是 稳定 的 ,因此 ,对 于 任意 j, 有 
IEI < Ke, (2.9.7) 
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对 方程 (2.9. 6) 两 边 取 范 数 并 应 用 式 (2.9.7), 得 到 


| wt! || <at>) el 
j=0 


<ak Pla |i | 


j= 


KAK eta S$) || e |l 


(nt DAK PAC (4) (Ax? + At), (2. 9. 8) 
式 中 :C"” (t)=supocrc:C(s) IX C(s).s=(n—j At, TEMPE OL HE E PBB RE 的 选择 为 ， 
当 At 一 0 时 , (n+l Att, At, 4 Ar, Ato 时 ,得 到 式 (2. 9. 8), 
Cn + VD AK PPC * Ct) (Ar? + Att) -> tK C (0 = 0 (2.9.9) 
因此 , 它 等 价 于 || wt 一 wm” || +0, 
为 了 得 到 阶 (z,g) 收 敛 , 注 意 到 式 (2. 9. 8) 可 重新 写 为 
we |] SKO (Ox? 十 Ai》 
=OlAxr’) +O), 
这 里 ,有 几 点 是 必须 提醒 的 ， 
(1) 式 (2.9.1) 和 (2. 9,2) 中 项 G" 是 对 原 偏 微分 方程 的 站 近 , 其 逼近 误差 由 截断 误差 项 + 
度量 。 
(2) 证 明 一 致 性 和 稳定 性 必须 使 用 同一 范 数 ,那么 按 这 个 范 数 ,差分 格式 是 收敛 的 。 
(3) 仅 考 虑 点 一 致 是 不 充分 的 。 如 果 r 委 172, 显 式 差 分 格式 (2. 8. 5) 按 范 数 的 上 界 以 阶 
(2,1) WR. 
下 面 讨论 初 边 值 问题 。 
假定 初 边 值 问 题 具 有 与 在 收敛 性 一 致 性 和 稳定 性 中 处 理 初 边 值 问 题 时 同样 的 设 定 , 那 
么 ,很 容易 看 到 , 洁 理 2.9.2 的 证 明 在 这 里 同样 适用 , 只 是 对 每 个 范 数 加 一 个 下 标 i。 因 此 ,有 
下 面 的 定理 。 
定理 2,9.3 Lax 定理 对 于 适 定 线性 初 边 值 癌 题 , 如 果 差 分 格式 (2. 9. 1) 在 范 数 序列 
| ，| ,意义 下 ,其 精度 的 阶 为 (p,q) ,而且 对 于 范 数 序列 外 ， 1， 差分 格式 是 稳定 的 ,那么 称 
按 范 数 序列 | + |, ,这 个 差分 格式 以 阶 (p,q) 收 敛 ， 
实际 上 对 于 初 边 值 问 题 , 偏 微分 方程 和 边界 条 件 都 要 离散 化 成 
u™! = Qu” + AtG" 
的 形式 是 非常 困难 的 。 


参 考 文 献 


L1] Thomas J W. Numerical Partial Differential Equations-Finite Difference Methods, New York:Springer- 
Verlag. 1995 

[2] Isaacson E, Keller H B. Analysis of Numerical Methods, New York: Dover Publication, Inc. , 1994 

£3] Richtmyer R D, Morton K W. Difference Methods for Initial-Value Problems, New York; Interscience 
Publishers, 1967 


第 2 章 ”有限 差分 法 29 


Sod G A. Numerical Methods in Fluid Dynamics. Cambridge; Cambridge University Press, 1985 
Strikwerda J C. Finite Difference Schernes and Partial Differential Equations, California; Pacific Grove, 
1989 

Taylor A E. Introduction Functional Analysis. New York; John Wiley & Sons Inc. , 1957 
Quarteroni A, Valli A, Numerical Approximation of partial differential equations. New York: Spring- 
er Verlag, 1997 

Isaacson E, keller H B, Analysis of Numerical Methods, New York; John Wiley & Sons, 1966 

AW GR ARS. 区 城 分 解 算法 一 一 偏 微 分 方程 数值 解 新 技术 ,北京 :科学 出 版 性 ,1999 

张 宝 林 , 袁 国 兴 , 刘 兴 平 等 ， 偏 微分 方程 并 行 有 限 差 分 方法 . 北京 :科学 出 版 社 ,1994 

李 德 元 , 陈 光 南 . 抛物 型 方程 着 分 方法 引 论 . 北京 :科学 出 版 社 ,1995 

李 伟 ， 粘 性 流体 的 混合 有 限 分 析 解 法 . 北京 :科学 出 版 社 ,2000 


第 3 章 线性 代数 方程 的 数值 解法 


求 线性 代数 方程 的 数值 解 是 科学 计算 的 核心 ,也 是 有 限 差分 法 解 偏 微分 方程 的 一 个 重要 
步 又 。 本 章 介 绍 线性 代数 方程 (组 ) 的 常用 解法 ,并 给 出 线性 代数 方程 (组 ) 几 种 迭代 方法 。 这 
些 选 代 方 法 的 加 速 参数 不 需 依据 特征 值 分 析 来 确定 ,而 是 可 以 直接 根据 递 推 关 系 导 出 ,避免 了 
计算 工作 量 较 大 的 估算 特征 值 问题 


3.1 直接 解法 


考 虚实 系数 代数 方程 组 
Ax = b, (351635 
式 中 :系数 和 矩阵 4 是 非 奇 异 的 n MERI. AR AEG BCS. 1. 1) 的 精确 解 。 


3.1.1 高 斯 消 元 法 


最 经 典 的 直接 法 就 是 高 斯 消 元 法 (Gaussian Elimination method, 简 称 GEM) ,高 斯 消 元 法 
将 系数 矩阵 A 分 解 成 LU 的 积 , 其 中 ,KL 和 UU 分别 是 上 三 角 和 下 三 角 和 矩阵 。 分 解 过 程 可 以 及 
步 : 
A= AV = A? -» oe + A” =U=L'A, (3.1.2) 
MACAO ERS ARTA? EE AST? 的 对 角 线 下 第 大 列 
元 素 为 零 。 具 体 算法 的 过 程 为 ， 
For k=l, „n—l 
For i = 上 十 ln 
ma = af? /ay 
For jmkt lyn (3, 1.3) 
at) 一 aP — maa” 
end ; 
end i 
end Å 
式 中 :eu 多 是 经 过 一 次 变换 后 的 矩阵 4 一 4 的 元 素 ,mita 是 矩阵 工 非 对 角 线 下 的 元 素 。 而 且 , 当 
i 二 1, yn 时 ,和 矩阵 工 的 对 角 线 上 元 素 /; 二 1。 这 个 算法 需要 OG ) 次 运算 。 高 斯 消 元 法 的 问 
题 是 ,只 要 矩阵 4 主 对 角 线 上 元 素 a 只 接近 于 老 ,这 个 算法 叶 能 不 稳定 。 


3.1.2 LU 分 解 


高 斯 消 元 法 不 稳定 的 问题 可 以 用 对 角 线 元 素 重 组 方法 解决 。 其 思路 是 ,在 每 次 消 元 的 步 
Hk HEE n 一 总 列 或 后 n 一行, 与 后 n 一 k 行 或 一列 进行 交换 ,以 使 对 角 线 元 素 a? 的 绝对 
值 最 大 。 就 是 说 在 每 次 消 元 的 步 又 上 中 ,将 矩阵 A 依次 乘 以 两 个 置换 矩阵 ,得 到 
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A” = PA“ I, 
PS FREITAL., AEI FRR POLIT 的 完全 对 角 线 元 素 占 优 分 解 处 理 PAIT = 
LU。 实 际 计 算 中 常 采用 部 分 对 角 线 占 优 处 理 , 就 是 说 将 矩阵 4 分 解 成 Q4 = LU, HPO 是 另 
一 个 置换 矩阵 ， 

部 分 对 角 线 点 优 处 理 需 更 在 矩阵 的 元 素 交 进行 到 次 比较 ,而 完全 对 角 线 占 优 处 理 需 要 进 
行 2n'/3, REWA n 比较 大 时 ,部 分 对 角 线 点 优 处 理 需 要 的 计算 时 间 相 对 比较 短 。 

从 式 (3.1.2) 加 知 ,高 斯 消 元 法 将 原始 答 阵 分 解 成 4 二 LU。 这 样 , 解 式 (3. 1.1) 成 为 解 方 
程 组 Ly=b 和 Ux 二 y。 由 于 工 和 和 U B= BER Ly=b 称 为 向 前 代 换 ,而 得 到 最 终结 果 Ux = 
y; 则 称 回 代 求解 。 这 些 运 算 的 计算 复杂 度 为 O). 

ERA WF k=l eondu =l, HF LA U 可 直接 由 下 列 算法 得 到 ， 

For k= lytyn 


For j= k,n 


k-i 
Uy = ay — >) lty 
pol 
end j (3.1.4) 
For i 二 下 十 ln and kon 
t-l 
ds = Las = Tiel 
Ug p=] | 
end i 
end k 


仿 此 ,可 将 A= LU 分 解 , 其 中 ,矩阵 U 的 对 角 元 素 un Al, WEEE A 的 所 有 主导 子 模 
RIAA AEA TS THe LAM AMA RBST 1. BA Ae D, 使 


A = LDM", (3.1.5) 
式 中 ,MT 是 矩阵 M 的 转 置 矩阵 。 完 成 这 个 分 解 后 ,只 要 解 三 个 特殊 方程 组 
Ly =b, De=y, M'x=x, (3.1. 6) 
如 果 有 是 对 称 的 , 即 M= 世 ,那么 , 式 (3.1.5) 成 为 
A = LDL’, C3; bt 
如 果 对 于 所 有 WER ,W 关 0, 方 阵 满 足 
(Aw,w) > 0, (3.1.8) 


WK WRIA. A>0). APG ORR 空间 中 欧 氏 标量 积 。 这 里 要 提请 读者 注 
READ O 有 时 也 指 矩阵 是 正 实 , 这 时 和 矩 阵 A 是 对 称 的 。 

如 里 矩阵 4 是 正定 对 称 的 ,Sylvester 定理 证 明 , 其 所 有 主导 矩阵 是 非 奇 异 的 ,而 且 和 矩阵 A 
满足 下 列 Cholesky 分 解 ; 

A= IL", (3. 1.9) 
teh JE LFS MAR AHR EK WIE. RTD. EL 的 元 未 
可 以 用 下 列 算法 得 到 ， 
For k= 1,°,n 


HI ve 
ly = feu — Sa, 


p= 
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For t=k+1,-+,nandk n (3.1.10) 


la 一 bla, Site lap 


end i 
end k& 
这 个 算法 需要 OG ) 操 作 ( 只 有 高 斯 消 元 法 的 一 半 ), 加 上 = 次 平方 根 运 算 。 


3.1.3 QR 分解 


对 于 通常 窃 阵 4, 另 一 种 分 解 称 为 QR 分 解 。 它 的 算法 比 LU 分 解 复杂 些 ,但 更 稳定 。 对 
于 任意 实 矩 阵 AER*"( 即 ,m 行 x A). Amen, CARA n, MEME HE QE RE 


0'0 = D,D = diag(di, syd) sd, > 0; 对 于 = 1, yn, (3, 1,11) 
和 上 三 角 和 矩阵 RE RH ru=l k=l ,nn, 使 
A= QR. (3, 1. 12) 
这 个 分 解 对 于 最 小 二 乘 方 问 题 特 别 有 效 。 注 意 到 式 (3.1.12) 的 赋 范 方程 
ATAx = A'b, (3, 1. 13) 
可 以 导出 
0 = AT(b— Ax) = R™Q™(b— Ax) = R" (Q"b — Q"QRx), 
因此 ,有 


Dy = Qb, Rxr=y, (3.1, 14) 
这 样 , 计 算式 (3.1. 13) 仅 需要 解 两 个 方程 组 ,一 个 方程 的 系数 矩阵 是 对 角 线 阵 , 另 一 个 是 
上 三 角 阵 。 
而 且 , 计 算 因 子 Q 和 R 有 很 多 算法 ,例如 :改进 的 Gram-Schmidt 正 交 化 算法 和 House- 
hold 法 。 


3.1.4 带 状 方程 组 


在 2.6.3 节 中 给 出 一 些 特殊 的 三 角 矩 阵 的 特征 值 和 特征 向 量 的 计算 公式 。 本 章 中 方程 式 
(3, 1.1) 是 偏 微分 方程 经 过 离散 化 得 到 的 ,矩阵 4 常 是 带 状 的 。 就 是 说 ,存在 一 个 整数 a( 带 
宽 ) Sqn WE 

a; =0, MijAli-jl>aq (3.1.15) 
带 状 矩阵 4 每 行 最 多 有 2q +1 个 非 零 元 素 。 

解 带 状 方程 组 时 ,矩阵 4 分 解 后 的 三 角形 矩阵 也 是 带 状 的 ,因此 可 以 节省 很 多 计算 量 和 
存储 空间 。 自 然 , 如 果 和 矩阵 A 是 带宽 为 9 的 带 状 阵 , 且 能 分 解 为 LU, 那 么 ,矩阵 工 和 UU 也 是 带 
状 的 , 且 其 带宽 都 为 v。 对 于 有 带 状 矩阵 4 组 成 的 方程 组 ,直接 用 改进 的 高 斯 消 元 法 (3. 1, 3) 
计算 ,需要 O(ng*) 次 运算 。 而 用 向 前 代 换 和 回 代 求解 , 则 需要 O(ngq) 次 运算 。 

通常 ,高 斯 消 元 法 需要 交换 矩阵 4 的 行 和 列 。 这 样 , 带 状 和 矩阵 4 的 结构 会 发 生变 化 ,矩阵 
的 带宽 g 也 会 变化 。 

如 果 带 状 矩阵 4 是 对 称 正定 的 , 且 满 足 (3. 1. 15), 它 的 Cholesky 分 解 式 (3. 1.9) 为 

For &=1,°,n 
Sy = max(1,k—g) ore = min(n,k +q) 
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b= 


| | 1/2 
2 
ay — > lip 
pmi; 


For i = 上 十 lyr and kÆn 


end k 
需要 O(ng’ ) 次 运算 ,加 上 次 平方 根 运 算 。 


3.2 和 迭代 方法 概述 


一 般 来 说 ,迭代 方法 都 是 将 矩阵 4 适当 地 分 成 两 部 分 : 


A=P—_—N, C331) 
其 中 ;PP 是非 奇异 的 。 那 么 序列 {z)} 的 选 代 公式 为 
Pxi = Nxt +b, k20, (3. 2,2) 


Fehi FLA eR MA AL. MAHE h E METNE EEA A ZU A BB) RUE TEAS 
AlN PAIN. 
评价 一 个 选 代 公 式 的 性 能 , 须 考 察 两 个 方面 : 
(1) 和 迭代 公式 的 收敛 速度 。 
(2) 每 步 的 计算 量 ， 
Ry Fe ERE. 
e=x'—x, B=P'N, (3. 2, 3) 
从 式 (3.2.2) 可 导出 误差 方程 
e = Bett = B'e’, (3.2.4) 
Hip re 是 初始 误差 。 
对 于 任意 初 值 zo, 和 迭代 序列 xt KAFRO. 1, 1) 的 解 * 的 充 刘 条 件 是 迭代 矩阵 加 的 谱 半 
径 满 足 
p(B) <1. (3.2.5) 
实际 上 ,对 于 每 个 e>0, 可 以 找到 矩阵 的 范 数 | IB iB I <p) te) elg e BB 
BBA FEW BURY. AE ,如 果 CB) 1, WA ER a? 为 @ =e" , 即 特征 矢量 对 应 于 绝对 值 最 
大 的 特征 值 M。 这 样 , 式 (3. 2. 4) 成 为 
jet |=] Bre’ |=lAl* |e [=o Bl} |e |, 
所 于 误差 不 会 赵 于 零 , 因 此 不 收敛。 很 明显 ,poCB) 越 小 ,收敛 速度 就 越 快 。 
参数 o== 一 logp(B) 称 为 迭代 公式 (3., 2. 2) 的 渐进 收敛 率 (asymptotic rate of conver- 
gence), 
定理 3.2.1 (Householder-John) WE RẸ A 是 对 称 .正定 的 ,并 能 分 解 成 式 (3,2.1)》。 恨 
RER PHP -A 是 正定 的 ,那么 
oP IN) <1, 
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这 是 选 代 方 法 收敛 的 一 个 充分 条 件 。 


定理 3.2.2 收敛 条 件 (3.2.5) 成 立 的 充分 必要 条 件 是 ,I 一 B 是 非 奇 异 的 ,并 且 


H = (1—B)"' (U + B) 
的 所 有 特征 值 都 有 正 实 部 ” 。 


3.3 Jacobi 算法 


(3, 2. 6) 


Jacobi 算法 是 最 简单 的 选 代 方法 ,可 用 于 对 角 元 素 非 零 的 矩阵 。 如 果 和 矩阵 4 能 表示 成 


U, 


(3.3.1) 


RH: D, 是 矩阵 4 的 对 角 阵 ,而 La MU 分 别 是 矩阵 4 的 上 三 角 和 下 三 角 部 分 。 


设 
0 0 


F= 


La 
Jacobi 法 基于 下 列 分 解 : 
P=D, N=—(E+F), 
因此 ,Jacobi 迭代 和 矩阵 为 
B,=—D"'(E+F). 
定义 残 差 矢量 为 
= b—Ax', 
Jacobi 迭代 方程 可 以 写成 
eo = DIP, 
Jacobi 迭代 算法 用 和 矩阵 元 素 形 式 表示 为 


1 = j 
a) = —1b;— Daysi, i= ipon, 
Qe j=l 
yee 


(UA A 是 严格 对 角 占 优 ,那么 满足 条 件 pC By) <1, RRE, 
o(B,) < || DE +F) ||. = max >) |“ 
megan yt aa 

jl 


而 有 旦 ,和 矩阵 4 的 对 角 占 优越 明显 ,收敛 的 速度 就 越 快 。 
3.4 Gauss-Seidel 法 


Gauss-Seidel 法 基于 下 列 分 解 : 
P=D-+E, =—F, 
同 Jacobi 法 一 样 ,也 是 对 角 线 上 元 素 非 零 时 有 效 。 对 应 的 选 代 和 矩阵 是 
Bos =— (D+ EF., 


<l, 


U, 


(3.3.2) 


(3. 3.3) 


(3, 3, 4) 


(3. 4. 1) 
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迭代 式 (3. 2, 2) 可 以 写成 


(a " 
af = 了 b; Ti Sayat 一 D az! , i= lorone (3.4.2) 
ë 


MARY A 是 对 称 正 定 的 ,那么 Gauss-Seidel AE Kiki. Aa AREE 3. 2. 1 得 到 。 实 
REE =FH 
P+P"—A=(D+E)+(D+E)' —(D+E+F) =D, (3, 4.3) 
m Dp EEEH. 
Gauss-Seidel 法 收敛 的 另 一 种 情况 是 矩阵 4 是 严格 对 角 占 优 的 。 


3.5 松弛 算法 (S.0. R. 和 S.S.O.R. ) 


超 松弛 算法 (Succcessive oo (S. 0. 及 , )) 是 用 一 个 正 参 数 w 对 Gauss-Seidel 
法 述 代 加 速 。 假 设 对 于 i=1,… ,nyas 关 0, 为 了 从 ww FE BARR x! ,有 


i~t n 
rt! = auat t E |o= Stayer — Sa). (3.5. 1) 
ai j=l j=t+l 

其 中 二 01 一 1, ,就 是 说 用 下 列 分 解 ， 

=D Leg N= (+ —1)b-F. (3.5.2) 
w w 
对 应 的 迭代 矩阵 为 

B. = (D+ E)"[1 —ow)D-wF]. (3.6. 3) 


如 果 w= 1, Wi Gauss-Seidel 法 的 Bos, TER. BE RIPE A 是 对 称 的 ,矩阵 已 和 了 政 . 也 不 一 定 对 称 。 
关于 收敛 问题 ,对 于 w 有 下 列 必要 条 件 : 
定理 3.5.1 (Kahan) S. 0.R， 和 迭代 和 矩阵 需要 满足 
和 (3.5. 4) 
因此 ,收敛 的 必要 条 件 是 
O<w< 2, C9, 63:5) 
一 般 地 , 当 0<os1 时 ,S. 0. R, BE ae. PR TTT «XS — 8 AR PE Ie PEC. 5,5) 是 收敛 
的 充分 条 件 ， 
定理 3.5,2 〈Ostrowski-Reich) 如 果 和 矩阵 4 是 对 称 正定 的 ,S. O. R. 法 收敛 的 充分 必要 条 
件 是 满足 (3.5.5)， 
S. 0, R. 法 的 一 个 对 称 改进 算法 为 ,在 计算 rt 到 z+! 的 过 程 中 , 先 计算 5S. O. R. 迭代 式 
(3.5, 1) ,其 结果 用 w+ 表示 。 然 后 用 逆向 S. O. R. 迭代 ,得 到 


tt n 
Ai = awy A Dray” — Djaz |e (3.5.6) 
a j=l j=l 
其 中 :对 于 i 二 n,…,1, 这 个 算法 称 为 对 称 S. O. R. 法 (S. S. O. R, ) , 它 是 基于 下 列 分 解 : 
P ——— D+ag)D (D+aF), (3.5.7) 
w(2 — w) 
nN =—!) (1 — w) D— oD" Ds 
wih — a 
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FOIE (NIE EN 
BÈ = (D+ oF)" D(D+ aE)" x (Q—«)D—ek ]D'[(1—#) D—oF], (3.5.8) 


3.6 切 比 雪夫 (Chebyshev) 加 速 法 


用 切 比 雪夫 多 项 式 也 可 以 加 速 选 代 式 (3, 2. 2) 的 收 仿 。 其 基本 思路 是 ,将 序列 { 六 } 改 为 


x = Sot, (3. 6.1) 


k=0 


其 中 ;系数 Xr MEREMERE. Yt He A k= 0, mm, BRE 
y" 一 x, 首先 要 求 yn = 1, 特别 是 ,部 一 xn。 
如 果 设 
a= yx, P(t) = Sire, 
得 到 递 推 公 式 
e = P,(B)s’, (3. 6. 2) 
式 中 :四 是 式 (3, 2.3) PATERIGH., MENA. SRM PaO) =1, EZRA H K Ah 
于 或 等 于 各 的 切 比 雪夫 多 项 式 P。 ,使 它 的 谱 半 径 P.(8) 最 小 。 
如 果 B 是 对 称 的 并 且 它 的 实 特征 值 4; 满足 
—l<ca<A cA SP<1, a<B, 
就 是 说 ,P。(B) 也 是 对 称 的 并 且 它 的 特征 值 为 P, (4;), 因 此 
PCP。(B)》 一 max | Pn (2) |< max | Po(A) |. (3.6.3) 
在 所 有 满足 P, (1) =1, 且 项 数 小 于 或 等 于 m 的 切 比 雪夫 多 项 式 P, ,经 过 优化 使 不 等 式 
(3. 6.3) 成 立 , 有 
B+a—2t 
a ) 
8 十 wa 一 2 ' 
Tu) 


了 kt) = 


EP: T (x) 是 切 比 雪夫 多 项 式 。 
根据 式 (3. 6.2) 和 (3.6.3) 有 


| en | L | PB): | ea :< 7, (LETE) [T |e es (3. 6. 4) 
其 中 : 
[r=1r | = (ND,= $u). vew, 
表示 矢量 ”的 长 度 。 
切 比 雪夫 加 速 法 可 以 按 下 列 步 骤 计 算 : 


yt? 一 oa —y te + yr 11 之 ]， 
其 中 ， 
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Pe" = b—Ay™, wey, = 22>8— ay 


B—a Faw” 
‘ia 1—§ a a= 
aia E oe ny. 


并 且 如 一 加 A y'=x', 
必须 指出 的 是 ,精确 地 估计 a Al P 对 于 提高 运算 速度 是 很 重要 的 ,但 要 准确 估计 a 和 8 常 
比较 困难 ， 


3.7 预 处 理 Richardson 方法 


ERR, 2.2) 可 以 写成 等 价 形式 
P(x! — xt) = rt, REN, 
式 中 :rm FECES k PARE | PARA A POR A, E. 2. 1) Ay EOP BT LA 
看 做 矩阵 4 的 预 处 理 器 。 
预 处 理 过程 可 以 推广 成 下 式 : 
P(x*'— x) =ort, REN, (3.7.1) 
式 中 :对 于 每 一 个 Ra 尖 0 EALER KRG. 7. 1) 称 为 预 处理 Richardson 方法 ,对 
于 所 有 的 ,如 果 a 是 常数 , 则 称 为 定常 方法 ;如 a 在 迭代 过 程 中 变化 , 则 称 为 非 定常 方法 . 


3.7.1 定常 预 处 理 Richardson 方法 
定常 方法 可 以 按照 如 下 方式 递归 计算 。 设 x* AE FHA rb Axr, RETRE 


ft: 
Pz‘ =F}, 
+" = tta, k20. (3.7.2) 
rt = yt — aAr', 


(EJB EAR HB RO. 7, 2) 需 要 求解 一 个 矩阵 中 的 线性 方程 组 ,以 及 一 个 涉及 到 原始 矩 
阵 & 的 矩阵 一 向量 积 。 预 处 理 Richardson 迭代 矩阵 如 下 式 ， 
Ra = I[—aP ‘A, (8. 7-3) 
WLA 9, RIR PTA 的 特征 值 , 则 有 : 
定理 3.7.1 MEE RMA P, EA MALH Richardson 方法 收敛 的 充分 必要 条 
件 是 


Ip |? <ÊRep, Yi= Levon, (3.7.4) 
注意 到 ,如 果 P-'4 的 特征 值 的 实数 部 分 符号 不 男 定 , 则 定常 预 处 理 Richardson 方法 不 收 
M 
推论 3.7.1 如 果 和 矩阵 P-14 具有 实数 特征 值 , 当 且 仅 当 
Lar i Yi= l, n, (3: 7:5) 
则 定常 预 处 理 Richardson 方法 收敛 。 


如 果 从 此 假设 PA 是 对 称 并 正定 的 , 则 条 件 (3. 7. 5) 减 弱 为 
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cect, 
Vons 


式 中 :hw 是 PA 的 最 大 特征 值 。 特 别 地 ,以 fv1i==1,…,n) 表 示 由 PA 的 特征 向 量 构成 的 
正 交 基 , 据 此 将 误差 e 展开 成 


e a Fev, k € N. 
从 式 (3. 2.4) ,可 以 推导 出 
e = (1 —an)et, i=l, EN, (3.7.6) 
实数 o= |1—an | , 称 为 缩减 因子 ( 见 图 3. 1). RAR MAN A< i=l, an AT, AT 
以 达到 收敛 ,因为 Re 的 谱 半 径 是 max p;。 
A, 


0 amas 1/7; 2/ 7 mex 1/7min Ni 
图 3.1 定常 预 处 理 Richardson 方法 的 缩减 因子 
a 的 最 优 值 a" 满足 
| 1 — a’ yon =| 1 —a” Mux |r 
式 中 ;mo 和 Ye PT POA 的 最 小 和 最 大 的 特征 值 。 因 此 


2 
"= .7.7 
ea (3.7.7) 
相应 地 ,可 得 
PRE 8 RE ee E re 
wE PA 是 对 称 正定 矩阵 ,可 以 得 到 
Xu (PA) = m (3.7.8) 
ris» BY LA HE S H, 
e jxo jel, VREN, (3.7.9) 
这 里 ; 
tel PAD) (3.7. 10) 


e = Gra +i" 
因子 o 称 为 带 有 优化 参数 n 之 定常 预 处 理 Richardson 方法 的 缩减 因 了 于 。 Yop CP! AY BESS N 
收敛 越 快 。 
3.7.2 预 处 理 Richardson 最 小 残 差 法 


必须 指出 的 是 ,如 果 P A 不 满足 对 称 正定 矩阵 的 条 件 ( 这 种 情况 是 很 常见 的 ), 但 矩阵 了 
和 A 都 是 对 称 并 且 正 定 的 , 则 前 面 的 结论 仍然 可 用 。 WEE PA 仍然 具有 正 实数 特征 值 ， 
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因为 关于 标量 积 4(， )* 可 以 证 明 PA 仍然 是 对 称 且 正定 的 ,标量 积 的 定义 如 下 ， 


Cusv)p = (Pu, v), \ujp =u, re Yuve W, (93.7.11) 
EMM Cy)» 表示 欧 几 里 德 标量 积 。 很 明显 .(… )s 是 咒 ' 空间 中 的 标量 积 , 并 且 (`, )*" 是 相关 
的 向 量 的 范 数 。 因 此 ,得 到 下 列 结果 ， 

引 理 3.7.1 假设 PP 是 对 称 正定 和 矩阵。 如 果 A 基 对 称 的 (正定 的 ), 则 P™'A 是 关于 由 式 
(3.7, 11) 所 定义 标量 积 (* ) 对 称 的 (正定 的 )。 进一步 ,如 果 4 是 对 称 的 , 则 谱 条 件数 
xs(CP-14) 就 和 基于 自然 矩阵 范 数 |， zp( 由 向 量 范 数 |*。|。 所 引入) 的 PUA 的 条 件数 相等 。 

现在 假定 A 是 正定 矩阵 ,而 了 既是 正定 的 又 是 对 称 的 ， 由 式 (3.7.2), 可 得 

git! = g(a) = P?! (r — ohz*), 
因此 
[zt |} =| Piet |p He | PliAr: |$ — 2a(P' r, P'Az')p, 
现在 ,通过 选择 a 的 值 , 就 是 aso fE zt ao) 有 最 小 ,也 就 是 


a, 是 满足 方程 二 atka} $), = 0 的 值 。 (3. 7.12) 
通过 简单 的 计算 ,得 到 l 
pee “ee. (3, 7, 13) 


BRT x! =0 以 外 ,分 子 总 是 保持 正 值 。z 一 0 的 情况 下 有 =o ANA t= 。 

式 (3.7.13) 给 出 了 以 m 代 震 a 后 式 (3.7. 2) 的 迭代 方法 , 称 为 预 处 理 Richardson 最 小 残 
差 法 (PR-MR)。 事 实 上 ,如 果 忆 是 单位 矩阵 , 则 有 Å+ =r, 并且 a 将 最 小 化 新 的 残 差 向 量 
rt! 的 欧 儿 里 德 范 数 |m+ | 。 


3.7.3 Fst Richardson Rik FRR 


假设 和 4 是 对 称 且 正定 的 , 则 也 可 以 定义 预 处理 Richardson 最 速 下 降 法 (PR-SD)。 从 式 
(3.7, 2) ,可 以 推导 出 
t = b— Axt = Alx- r) =— Ae", 
这 里 e 是 在 式 (3. 2.3) 中 定义 的 误差 项 。 根 据 式 (3.2.4) 和 (3.7.3), 可 以 得 色 
e = etti(a) = (1 — op-!A)e, (3. 7.14) 
因此 (通过 标量 积 (u,v) = (Au vd SLABS! © | 来 定义 向 量 范 数 ) 
| et i$ = (Aet ,e+! ) 
=-— (rtt! er) 
=— (rte) + aL (rt ,P Aet) + CAZ? et) ] —a*( Az’, P'Ae*), 
这 样 ,将 a=a, 代入 式 (3.7.2) 就 可 以 得 到 PR-SD 迭代 法 ,这 里 


a 是 满足 方程 (于 | e+ (a) i) = 0 的 值 。 (3.7.15) 
将 xt) Ca) BFE RR xt! (a) = xt a KER AME Pat (a) ) A LAY ANEZKA, 
o(w) = (Aw,w) — (b,w), 


通过 简单 的 计算 ,可 以 得 到 
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1 Gf, P Aet) + (Azt, e) 1 taz") + (Act A rt) 


ve (Az*, P| Ae*) ae (Az*,z*) 
因此 
a = ets i (3. 7.16) 
同样 ,除了 六 一 0 以 外 ,上 式 的 分 子 不 等 于 0。 
注意 到 有 
Le i er a Cat szt )> 
e |4 (P Azt ,z*)p (A Pet z*)p° 
再 次 使 用 Kantorovich 不 等 式 , 可 以 得 到 下 面 的 误差 估计 : 
jlo’ [Fla REN, (3.7.17) 


上 式 中 的 缩减 因子 o 由 式 (3.7, 10) 给 出 。 

上 述 和 迭代 方法 的 收 敏 渐 近 速率 的 一 种 定义 式 如 下 

a =— loge”, (3, 7. 18) 

ie AY LL A SRP EE PTE AO EE ,这 种 概念 基于 对 步 的 残 差 缩减 因子 
平均 的 基础 上 。 

上 面 的 倒数 , 记 为 了 用 于 度量 将 初始 误差 递减 1/e 所 需要 的 平均 迭代 次 数 。 收 敛 速度 
越 大 , 则 求解 到 给 定 精 度 所 需要 的 迭代 次 数 越 少 。 对 于 上 面 所 讲述 的 预 处 理 Richardson 方 
法 ,相当 于 式 (3.7,7)、 式 (3,7.13) 和 式 (3,7,16) 的 所 有 情况 ,必需 的 迭代 次 数 按 下 式 递 增 ; 


Ix Fhe (PIA), (3.7.19) 


PAH, ERKE RE P 可 以 认为 是 一 种 减 小 4 的 条 件数 和 计算 选 代 次 数 的 手段 。 在 这 方面 ,了 
可 以 认为 是 A 的 预 处 理 器 ,并 且 在 本 节 中 所 介绍 的 方法 都 是 预 处 理 Richardson 方法 。 Xt P Æ 
单位 矩阵 的 情况 ,也 可 以 认为 是 Richardson 方法 。 

WE P EAE chee. RRS. 7. LOEW 


并 且 由 式 (3.7.2) 可 以 推导 出 
| (3.7. 20) 


这 就 是 梯度 方法 或 者 称 为 Richardson 最 速 下 降 法 ,Cauchy 对 此 已 经 有 所 论述 。 如 果 P 不 是 
单位 矩阵 , 则 按照 式 (3, 7. 16) 选 择 ai 的 迭代 方案 (3.7. 2) 也 称 为 预 处 理 樟 度 法 。 
因为 迭代 式 (3. 2.2) 等 价 为 
Pix —xty =r, REN, 
可 以 将 Jacobi 方法 .Guass-Seidel WHS. O. R. 以 及 S. S, O. R. BA BOR MAE Pe AS 
i a= 1 并 且 预 处 理 器 了 分 别 由 式 (3. 3. 2)、(3.4. 1)、(3.5.2) 以 及 (3. 5. 7) 给 出 的 预 处 理 Rich- 
ardson 方法 。 


3.8 Hat Bik 


假设 A 是 对 称 正定 矩 涟 ,容易 证 明 求解 式 (3, 1. 1) 等 价 于 将 二 次 泛 函 
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Ae ian + (Aw sw) e (3.8.1) 
最 小 化 。 事 实 上 ,$ A) ARR — (1/2) b,b), HAAR x= b, ERD 
r =— Vex"), (3. 8. 2) 


这 样 , 式 (3.3, 3) 的 残 差 就 是 二 次 泛 函 在 x* 处 的 负 梯 度 。 
当 P 一 局 Richardson 方法 通过 沿 着 的 梯度 方向 迭代 更 新 : 
xH = yt tart, (3, 8. 3) 
ESE SE RR RE RE (CG) ,迭代 式 的 更 新 仍 为 式 (3. 8. 3) ,不 过 用 一 个 与 梯度 方向 并 不 平行 的 
新 方向 p 竺 换 式 (3. 8. 3) 中 的 vv。 共 用 梯 度 法 最 初 是 由 Hestenes 和 Stiefel 提出 的 ,用 以 求解 
对 称 正 定 线性 系统 ,因为 这 种 方法 (在 没有 伟人 误差 的 情况 下 ?可 以 用 很 少 步骤 得 到 方程 的 精 
确 解 。 
ERARE R Dip E A Ry, MEN E EE F mA A Ap") =0. 
特别 有 
(pi Apt) =0, VREN, (3. 8, 4) 
Ht 0B BE Bae HBM BE ps ep 是 线性 独立 向 量 ,x 是 解 的 初始 猜测 ,构造 如 下 序列 ; 
H tapt OSk<m, 


式 中 的 oy 是 非 零 实数 。 当 且 仅 当 p/ 是 4 KIMIE a! = EEA I E + D AER 
平面 


x 


waht np, VER 


上 最 小 化 函数 %。 因 此 ， SEARCH BEDE TT DLE AN 设 x? 是 解 的 初始 猜测 ,r" = b— Ax? ,并 且 
设 如 = 由。 对 于 每 一 个 &E 六 ,和 迭代 式 由 如 下 公式 给 出 ， 


eLp ee 
a Cp*,Ap*) — (p*,Ap*)’ 0 
xitt = xt -+a,p*, (3. 8. 6) 
rt! 一 pt-—a,Ap*, (3, 8.7) 
+t . k yr! 2 
Bur = Gran) ~ sal ue (3.8.8) 
a Pt +. Bi pt, (3, 8.9) 
iE AA AK o, Siete e ean 
(ptr) = 0, ( p* yAp*) z (r*,Ap*), Gr) =; (3. 8. 10) 
注音 到 上 面 的 求解 过 程式 (3. 8.5) ~ (3. 8. DBR p' HO, Ait, AE p =o 的 情况 下 ,也 有 
=— B,p*' ， kel, 
FAA 
| rt |? =— Ap rt) 一 0， 


因此 xt = A` b 就 是 所 需要 的 解 。 
另 一 方面 , 当 且 仅 当 p* 一 0 或 wm 二 0, 迭 代 项 x+ 才 等 于 前 一 个 迭代 项 x a X E FRR E A 
二 A-!1b。 对 于 任意 固定 的 方向 矢量 p*, 设 


et (a) = xt (a) —x = (Wop) —x, 
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式 43.8.5) 中 给 出 的 w 值 满足 


(Hi ec) It) =0, (3. 8, 11) 


[om ay 


因此 ,as BRA CER PER 所 x 十 ap*) 最 小 化 的 最 优 参 数 。 另 一 方面 , 式 (3. 8. 8) 中 给 出 
的 值 B41 保证 式 (3.8,4) 成 立 。 
共 斩 梯 度 法 迁 代 收敛 特征 有 下 夯 的 误差 估计 式 ， 
|e 1. <2 (ie — 2) l-e las REN, (3. 8, 12) 
如 果 仍 然 用 p 代表 预 处 理 器 , p FEY PR E E EE RO 的 预 处 理 共 斩 梯度 法 
(PCG) 可 表示 如 下 : 
(eo) 


a = 这， (3. 8. 13) 
x! = xt + a,p', (3. 8, 14) 
tt = ¢*—a,Ap*, (3. 8.15) 

H 一 ght (3. 8. 16) 

Au = See, (3, 8,17) 

pet’ = 2 + Bp, (3. 8, 18) 


Ret FE TB AS TOR» TI LA RE BE Bs =- RE OE SE AR De AE E SR — 7) fa x, Ha 
r =b— Ax p= =P r, 误差 估计 式 (3. 8.12) RH 
Gal Ot) lela, REN, (3.8. 19) 
如 果 选 择 适 当 的 P, Se PT 2 en PSE RE A PARA. 5 ri, a E 
oR BA LE PR Ab BIE he BB EE hE AE AR ER ER HE A HE (3. 8.16), 
这 样 ,可 以 得 到 一 个 共 思 梯度 迭代 方法 常用 的 停止 准则 如 下 ， 
Lae tS I. (3, 8. 20) 


le |,<2 


上 式 中 的 e>0 是 指定 的 容许 误差 。 
表 3. 1 总 结 了 上 述 方法 的 基本 特点 。 


R31 和 迭代 方法 总 结 


x 


(rt, Azt) [et "Tp 
(Ant, Pp- Az‘) eh ons -14 


(tart) Jeti a 或 者 
rt) le |, 或 者 
Pertti) 


. 
ay ak 
Richardson le lex (4) lele 
如 果 4 一 4 
iż ls ($ 


残 差 最 小 化 


Richardson 


eT) ia 


Richardsan 
最 速 下 降 法 
〈 梯 度 法 》 


lens (R tela 


ares | Ty 
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3.9 多 网 格 方法 


ERE B 的 谱 半 径 接 近 1 时 ,迭代 收敛 速度 较 慢 。 傅 里 叶 分 析 表 明 : 是 迭代 误差 的 
低频 部 分 造成 矩阵 中 的 特征 值 较 大 ,抑制 了 收敛 速 度 , 而 高 频 误 差 对 迭代 收 伍 速 度 的 影响 较 
小 。 也 就 是 说 图 像 上 大 范围 的 误差 对 收敛 速度 的 影响 较 大 ,而 局 部 或 细部 误差 对 收敛 速度 的 
影响 较 小 。 

多 网 格 方法 的 基本 思想 是 ,在 偏 微分 方程 离散 化 成 为 差分 方程 的 过 程 中 采用 不 同 大 小 的 
网 格 。 事 实 上 ,对 宽度 为 六 的 网 格 上 的 迭代 误差 进行 平滑 处 理 后 ,在 宽度 为 24 的 粗 网 格 上 进 
行 和 迭代 计算 , 则 误差 收 伍 速 度 会 加 快 + 同 时 ,在 宽度 为 24 的 网 格 上 无 法 处 理 的 高 频 误 差 , 却 可 
以 在 更 精细 的 网 格 中 进行 选 代 计 算 而 得 到 消除 。 图 像 处 理 中 常 采 用 小 波 变 换 , 对 图 像 进 行 逐 
BFR. 

客 网 格 方法 可 以 表示 成 如 下 形式 : 

AjXo = buys j=0, sm, (3.9.1) 
式 中 :A, 是 在 一 个 有 限 维 空间 V 中 的 可 道 线 人 性 算 子 , 有 dimV! <dimy t, j =0, sm 1b 
是 等 式 右 边 给 定 值 。 
为 求解 在 7 一 如 时 的 式 (3.9.1) ,可 以 在 最 高 层 省 略 下 标 , 即 
V =V”, A=Ans b= bims X= Xim» 
算 子 4,(f<m) 将 在 多 网 格 方法 中 起 辅助 作用 。 

对 于 每 一 个 j, 可 以 认为 式 (3. 9. 1) 是 差分 方程 在 宽度 为 h; 的 网 格 上 的 离散 化 表达 式 。 假 
hy, = 2h, WR. 9, DARRT — RAPALA 2 的 离散 化 过 程 。 

为 求解 问题 (3. 9. 1) BRITT HR 


人 = xt + P; Cb) — Ajxty)s (3.9, 2) 
式 中 :P, A, 的 预 处 理 器 。 与 其 相关 的 误差 根据 下 式 转换 ， 
Be = Dg Brat 1 Pils (3.9. 3) 


多 网 格 循环 点 算法 可 以 团 作 是 式 (3.9.2) 在 j 二 m 时 的 加 速算 法 ,其 计算 步骤 如 下 : 
(1) 在 精细 网 格 的 预 平滑 
对 Xp ;进行 ni 次 计算 有 
xt) = xt + P; lb, — Axin ), ! Lye, 781» (3, 9,4) 
(2) 粗 网 格 校正 
D 计算 残 差 或 误差 
rw = by — Ajx®,- 
O 在 粗 网 格 对 残 差 进行 变换 , 设 
ro-1) = 民生 六 ’ 
这 里 
Rit a 一 Vi 
是 平滑 变换 算 子 ， 
@ 求解 粗 网 格 方程 
Aj Xij- = Fo- o (3.9. 5) 
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这 里 
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DREE V 空间 的 解 , 设 


XG = Xp + IU 1X1) ， 


t EV Vv 


是 插值 反 变 换算 子 。 


(3) 精细 网 格 下 的 后 平滑 处 理 
设 xt) =X) ,进行 nz 次 计算 ’ 


sty = xt + Pb — Axt), k= 1, na, (3.9.6) 


插值 算 子 和 平滑 算 子 都 是 满 秩 线性 映射 。 预 平滑 或 后 平滑 步 数 n 或 中 可 以 有 一 个 为 0。 
大 多 数 情况 下 ，, 预 平滑 或 后 平滑 步 数 nn 或 ns 可 根据 j 的 大 小 决定 。 


考虑 粗 网 格 问题 (3. 9, 5) ,如 果 V 一 的 维 数 较 低 , 则 可 以 利用 直 搂 方法 精确 求解 。 这 样 ， 


就 可 以 采用 两 种 宽度 不 同 的 网 格 的 循环 算法 。 如 果 粗 网 格 方程 (3. 9. 5) 不 能 得 到 确切 解 , 则 可 
以 在 多 种 不 同 宽度 的 网 格 上 循环 计算 求解 。 
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第 4 章 轮廓 线 匹配 


轮廓 线 匹配 是 计算 机 视觉 研究 中 的 一 个 重要 问题 ,应 用 非常 广泛 。 例 如 :在 医学 图 像 处 理 
中 ,要 根据 三 维 断 层 图 上 器 官 的 轮廓 线 来 重建 整个 器 官 的 三 维 表面 形状 ,或 从 一 组 心脏 图 形 中 
找 出 大 心 窗 嫩 运动 的 情况 口 ;在 机 器 人 视觉 中 ,需要 找到 轮 究 相同 的 零件 呈 。 传 统 的 轮廓 线 匹 
配方 法 大 多 是 基于 轮廓 线 特征 或 止 /此 结构 的 形式 符号 法 描述 ,其 思想 是 在 匹配 前 将 轮廓 线 简 
化 成 与 形状 有 关 的 链 码 ,然后 用 链 码 匹配 技术 去 寻找 相 匹配 的 子 链 码 。 虽 然 用 这 些 方法 对 于 
比较 简单 的 轮廓 线 匹 配 能 节约 计算 时 间 , 但 匹配 的 精度 不 高 ,对 于 比较 复杂 的 轮廓 线 则 很 难得 
到 可 靠 的 匹配 所 。 

本 章 介 绍 了 用 曲率 来 描述 轮廓 的 形状 进行 轮廓 匹配 的 一 种 数值 算法 。 这 是 在 两 幅 时 间或 
空间 位 置 不 同 的 图 像 中 ,通过 优化 一 个 二 项 指标 函数 来 完成 轮廓 匹配 其 中 第 一 项 为 弯曲 变 
形 指标 ,反映 轮廓 变形 基 ; 第 二 项 是 弹性 约束 项 ,用 于 表示 相 邻 点 弹性 约束 的 状况 ”*]。 

本 文 用 曲率 作为 轮廓 线形 状 的 特征 描述 ,因为 曲率 有 以 下 性 质 ， 

(1) 轮廓 线 经 过 旋转 ,或 平移 后 ,其 曲率 是 不 变 的 。 

(2) 两 条 轮廓 线 上 相应 点 的 曲率 变化 可 以 解释 成 弯曲 变形 , 即 可 以 用 力学 上 的 咨 曲 变形 
量 来 度量 两 条 轮廓 线 的 差别 中。 

(3) 用 曲率 描述 轮廓 线 的 形状 ,能 将 二 维 平面 上 的 轮廓 线 用 一 维 曲率 变化 来 描述 ,这 样 能 
减少 计算 量 ， 

本 章 是 这 样 安排 的 :首先 第 4. 1 节 介 绍 了 曲线 和 曲率 的 一 些 基本 概念 。 第 4.2 节 导 出 了 
关于 轮廓 线 匹 配 的 弹性 约束 项 ,由 此 得 到 的 最 优 匹 配方 程 物理 意义 明确 ,比较 容易 解 。 第 4.3 
节 介 绍 了 如 何 用 有 限 差 迁 代 法 解 这 个 方程 。 第 4. 4 节 是 对 结构 复杂 的 轮廓 线 采用 多 尺度 法 计 
算 的 讨论 .第 4.5 节 用 实验 对 算法 作 了 验证 。 


4.1 平面 微分 几何 初步 


4.1.1 曲线 的 定义 


平面 上 的 曲线 或 轮 究 线 可 以 定义 为 线 到 面 的 映射 , 即 : 映 射 CC) : Cab JERR? 定义 
了 一 条 平面 曲线 ,其 中 p 是 曲线 的 参数 。 对 于 每 个 值 po € [a,b], 可 以 得 到 平面 上 一 个 点 
Clpo)=[x(po),y(po)j]。 为 了 讨论 方便 ,假设 曲线 是 二 次 可 微 的 。 

如 果 一 条 曲线 有 C[a] = C] 则 该 曲线 是 闭 曲 线 。 如 果 一 条 曲线 上 至 少 有 一 对 参数 
PoF Pi Pos pi E Cab) ,使 CC(po) 二 Clp,), 那 么 该 曲线 有 自 交叉 点 。 没 有 自 交 又 点 的 曲线 称 
为 简单 曲线 。 

参数 p 可 以 有 很 多 选择 。 例 如 ,参数 p 可 以 看 作 是 一 个 动 点 在 曲线 上 运动 的 速度 ,这 个 


速度 可 以 用 曲线 上 切线 矢量 区 表示 。 也 可 以 将 曲线 的 弧 发 作为 参数 p, 对 于 曲线 的 弧 长 有 
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ap 
KH: |] + | =f Cy 是 欧 氏 空间 中 的 长 度 ， 弧 长 的 定义 区 间 不 再 是 La, 寻 , 而 是 区 间 [0, 工 ]， 
其 中 工 是 曲线 的 长 度 。 曲 线 长 度 是 唯一 的 ,可 以 根据 公式 
ac _ dC dp 
as dp ds’ 


5 ~ [(&) +(3) T 
计算 。 


本 文中 讨论 的 曲线 在 任意 两 点 之 间 其 长 度 是 有 限 的 ,相当 于 认为 函数 zx(z) 和 y(p) 的 变 
分 基 有 界 的 。 根 据 弧 长 的 定义 ,两 点 间 弧 长 的 计算 公式 为 


Loo = PUEY + (B) Trae = fora. 
4.1.2 曲线 的 参数 表示 


在 直角 坐标 系 中 ,曲线 COs) WA cs) Ml y ORR OLL, r s 是 曲线 的 弧 长 ,而 上 
是 曲线 的 总 长 度 。 为 了 对 数字 图 像 中 的 曲线 进行 数值 计算 ,必须 求 曲 线 在 光栅 网 格 上 的 离散 
表示 。 这 会 有 曲线 的 非 均 匀 采 样 癌 题 。 为 了 得 到 均匀 采样 ,以 保证 计算 的 准确 性 ,需要 用 插值 
法 对 曲线 进行 再 次 采样 、 在 计算 中 ,可 以 采用 三 点 Lagrange 插值 法 。 


4.1.3 曲率 的 定义 
曲率 大 的 定义 为 


n 


ðs’ 


MÈ TAN Ap Bl RB i EA ETLN) ,那么 


2 
r= |E 


aF = kN, 
因此 ,可 得 Frenet 公式 
aT = kN, oN = 一 好 
曲率 的 特性 ; 
(1) 只 有 黄种 曲线 的 曲率 为 常数 :直线 (曲率 为 零 ) 和 圆 (曲率 为 半径 的 倒数 )}。 曲 率 为 党 
数 的 闭 曲 线 只 能 是 圆 。 


(2) 在 曲线 上 的 顶点 处 ,曲率 不 存在 一 险 导 数 ， 
(3) 闭 曲线 的 曲率 总 和 是 2r 的 倍数 (简单 曲线 曲率 总 和 为 2r)。 
(4) 所 有 长 度 为 工 的 简单 闭 曲线 中 ,半径 为 L/2x 的 加 的 面积 最 大 。 


4.1.4 曲率 计算 
上 述 已 介绍 过 ,曲线 可 以 用 CGs)=[z(s)yy(s)] 表 示 。 并 且 假设 ,曲线 是 二 次 可 微 的 ,可 
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以 定义 
. dx .， dx 
als) = aes x (3) = FF. 
仿 此 ,有 ys MY Os). 
曲率 可 根据 下 列 公式 计算 : 
kan _ Z(s) y (s) — æ (5s)y(s) MERET 


TOOD, 
4.1.5 高 斯 滤波 器 
离散 化 的 曲线 不 可 避免 地 带 有 噪声。 曲线 上 的 微小 变化 都 会 由 于 微分 而 放大 ,使 曲率 计 
算 产 生 严重 误差 。 这 就 要 求 离 散 化 的 曲线 在 微分 以 前 必须 进行 某 种 程度 的 平滑 。 根 据 Marr 


提出 的 方法 ,将 x(3) 与 高 斯 函数 的 一 阶 和 二 阶 导数 进行 卷 积 得 到 (5) 和 w (9), VOM y Cd 
也 可 使 用 同样 方法 得 到 。 选 择 高 斯 滤波 器 是 因为 它 对 于 平面 曲线 有 多 尺度 特性 。 高 斯 滤波 器 
的 另 一 个 重要 优点 是 当 平滑 程度 增加 时 ,轮廓 线 不 会 产生 新 的 过 零点 吕 。 

用 * 表示 卷 积 算 子 ,定义 ， 


X(s.0) = zls) * g(s,0), X (sya)] = x(s)* ZB (s,0), 
MRA YC. OMY (so), HP; 


a _ A 
g(s,o) = | 2 a) (4. 1.2) 
g(sya) = a (510) = 一 [一 a (4.1.3) 
B (sya) = a8 Sy 和 > E wiles 
toe a E p Ta i 
g (550) = 9 63m 二 ( Jon reer 3 r)i C4. 1, 4) 


分 别 是 高 斯 函数 及 其 一 阶 导 数 和 二 阶 和 导数 。 
这 样 , 式 (4. 1,1) 可 以 重新 写成 具有 高 斯 尺度 参数 o 的 曲率 计算 公式 ，; 
X(s,0) Y (5,0) — X (5,0) ¥(s,0) 


k(s,0) 一 A ` 
PUODES ACOM 


(4.1.5) 


4.2. 数学 模型 


4.2.1 问题 的 背景 


BE Cr ,Co 为 一 个 图 像 序列 中 两 个 连续 、 光 沸 的 轮廓 线 ;Ca 由 Cs 弹性 变形 而 得 。 轮 廓 Ca 
和 Cs 分 别 是 参数 * 和 s 的 部 数 ,其 中 * Ms 是 沿 轮廓 的 弧 长 。 轮 廓 Cr 用 参数 表达 式 ce 6s) Mi 
yp(s) 表 示 ; 同 样 ,对 轮廓 Co A rpl OR yels Do s AS 的 起 点 应 选 在 曲率 比较 小 的 区 域内 ,以 
便 减 小 起 点 误差 对 指标 函数 的 影响 。 

现在 , 需 对 Cr 上 的 每 个 点 ,确定 Co 上 的 对 应 点 。 为 此 , 需 定义 一 个 变形 量 , 它 能 比较 
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s 和 领域 的 局 部 变形 量 。 假 设 曲 率 kp 和 ko 在 这 些 领域 内 基本 保持 不 变 , 可 引 人 以 下 形式 的 
局 部 变形 指标 ， 
Ew = [eats —~kp(s))?ds, (4, 2.1) 


KP ds Æ Cr 上 的 一 小 段 ， 
同时 ,希望 变形 量 沿 轮廓 平缓 变化 ，Duncan 中 使 用 了 一 个 弹性 约束 项 。 于 是 ,指标 函数 
可 以 按 如 下 形式 表示 : 
E = Eune AE hatics (4, 2, 2) 
其 中 , 
a > e 
Wi vse i (Qis - P(s)) 


fas, (4, 2. 3) 


Esoic 描 述 变 形 量 PQR Ce 的 变化 , | + || AES R EWU A RC ye 
的 范 数 。4 是 相应 的 加 权 因 子 (》 值 大 表示 弹性 约 东 程度 大 ) Dunca 提出 的 方法 是 , 先 将 式 
CA. 2.2) 商 艇 化 ,然后 用 优化 方法 求解 。 然 而 该 方法 可 能 造成 两 条 轮廓 线 上 点 不 是 按 顺 序 一 一 
对 应 。 为 了 解 执 这 个 问题 ,Cohen 提出 下 列 数学 模型 59 ， 
给 定 两 条 轮廓 线 Ca 和 Ce 分 别 以 参数 * 和 RRs ELO], ELo,oj(a 为 曲线 Ca 的 总 
长 记 ), 要 确定 一 个 函数 f: L0,1]->[0,a] 满 足 : 
f(0)=0 和 f(1)=a (4, 2. 4) 
和 和 
f= argminE(f), (4, 2.5) 
其 中 :EE 在 式 (4. 2. 2) 中 定义 。 
Cohen 通过 变 分 法 来 求 /。 它 根据 Euler-Lagrange 方程 求 方程 VE(f) 二 0 的 解 , 即 函数 
(让 的 一 个 局 部 极 小 值 : 


FNP + he Ns, QC) + Hke — kel Mal f) =0, E 


并 将 式 (4, 2. 4) 作 为 其 边界 条 件 。 下 述 方程 (4,2, 6) 中 ,Q 为 轮廓 中 Co HAXE Co n. 
正切 向 量 ; Np 是 Cp HR a 是 轮廓 Ca 的 曲率 的 导数 。 式 (4. 2, 6 的 解 主要 依赖 于 下 列 方程 
中 f(s) leno = fo C) DI Ah AB EO WE FE ， 


fas F'OTO]? +ke < Np, 
FCs) | = fans 

QP) >+ tlhe ho Pk af = 0. (4. 2.6) 
为 避免 E( 由 局 部 极 小 ,fo(s) 应 选 真实 解 的 较 好 近似 函数 。Cohen 采用 有 限 元 法 解 这 个 方程 。 
4.2.2 简化 方法 


显然 式 (4. 2.6) 比 较 复 杂 , 即 使 用 有 限 元 法 ,求解 也 困难 。 为 此 ,可 以 在 保持 匹配 和 弹性 约 
束 要 求 的 前 提 下 ,设法 导出 一 个 简化 方程 。 
式 (4.2.3) 可 重 写成 : 
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Eu = fia S ane). SFG) les 


根据 三 角 不 等 式 , 有 : 
lim[ SS? — SF IV > ( m[ im[|222]- [Se2|]) (4.2.7) 


ard 


其 中 , 弧 长 可 近似 为 
limAs = |AQ(s’) ||, 
limes = {AP(s)], 
在 这 个 问题 中 ,s->s 是 连续 的 一 一 对 应 AO BEE EEE RADAS, 2.7) ,有 
lim [8962 -S| > | lim ae — 48) = | Koza)’ 


Qi- As As As—0 人 | 


或 
(4. 2, 8) 


man 
P 


aama GPT] ds 比 式 (4. 2. ERREEN, 


ARR Ph AE A A tE A HE 
Biog e | ae ars) —s) ] is, (4, 2,9) 


其 中 :[ f(s) 一 s] 是 变形 引起 的 偏 移 。 
使 用 式 (4. 2.9) 定 义 的 弹性 约束 项 ,根据 Euler-Lagrange 方程 可 得 简化 方程 : 


+2 the + kal fa) = 0 


边界 条 件 式 (4. 2.4). 
-vt4.2,10) 为 非 线性 两 点 边界 值 问 题 , 比 式 (4,2.6) 要 简单 。 
现在 ,讨论 两 种 极限 情况 : 
首先 ,A 一 co 表示 只 考虑 弹性 约束 ,方程 (4. 2. 10) 成 为 
pn 

边界 条 件 式 (4, 2.4), 
方程 的 解 为 /as。 显 然 ,如 果 只 考 虚 弹 性 约束 ,两 轮廓 线 Ce 和 Co 上 匹配 点 间 为 线性 关系 。 
另 一 种 极限 情况 是 M\~*0, 表 明 只 考虑 曲率 匹配 ,这 种 情况 下 有 ， 
D WR hol f(9 40,8 kp (s) —kol f(s)] 二 0, 即 曲率 相等 时 才 匹 配 。 
D MR k’ ol f(s)]=0, 则 方程 (4. 2. 10) 等 于 0, 解 没有 意义 (退化 解 ,Ce。 为 一 个 图) 。 


4.3 求解 非 线性 两 点 边界 值 问题 


对 于 方程 (4, 2. 10) 所 描述 的 非 线 性 两 点 边界 值 问题 ,尤其 是 用 于 匹配 复杂 形状 的 轮廓 线 ， 
很 难 用 解析 法 得 到 精确 解 , 通 常用 数值 计算 法 求 近似 解 。 对 于 解 方程 (4. 2. 10), 由 于 常 要 匹配 
复杂 形状 的 轮廓 线 , 根 据 经 验 采用 有 限 差 分 法 比较 容易 得 到 和 迭代 稳定 的 近似 解 。 为 了 便于 讨 


(4.2.10) 


DA 


(4. 2.11) 
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论 ,方程 (4. 2.10) 可 以 写成 ， 


3 
5 一 5== His), (4. 3. la) 
其 中 : 
b m— L apts) — dal fo) ]}) BLO (4, 3. 1b) 


4.3.1 有 限 差分 法 
用 有 限 差分 法 ,将 方程 (4. 2. 107 离 散 化 ,可 得 下 列 方程 式 ; 


Whey ee + Wi b, (4, 3, 2) 


REF i 二 1,2,…,N,w, 和 和 5, 分别 是 何在 离散 点 ;, A. RR Ce A BE YL ,轮廓 Ca 
的 长 度 为 L;，, 且 0 二 1s/L1, 则 边界 条 件 为 : 
Wy =O, Wyp = Q, (4, 3. 3) 
这 样 ,可 以 构成 一 个 NXNN 非 线 性 方程 组 ， 
— 2w, +w: = kh ls sw), 


ORI ra 2w + w = h? b: (sz yt)» 


War-2 2wnr-1 + Wy = hê byi (Sni Wy) + 


Wr) 7 2H -一 h? by (sy wy ) +a, 


写成 矩阵 形式 为 
Aw = h'b(s,w). (4.3. 4) 
方程 (4. 3.1) 可 重 写 成 
H = k? Aw — b(s,w), (4.3.5) 
其 中 ， 
-2 100 0 
t —2 it & ~ 6 
A= : 
o = 0 1-2 1 
0 Ow 0 1 一? 
w= [uw we. SS wy", 
a T 
bisw) = [bi Cir) teas ~~ heli ond +2] ， 


式 中 :T RREH RA 是 一 个 稀 玻 三 对 角 和 矩阵 。 这 个 代数 方程 组 的 解法 在 第 三 章 中 已 作 
THAD KBAR. 


4.3.2 轮廓 线 正 规 化 


为 了 便于 处 理 不 同 长 度 的 轮 廊 线 Ca 和 Cp 的 匹配 问题 ,应 该 在 计算 曲率 前 ,将 轮廓 线 的 
长 度 统一 或 正规 化 成 一 个 常数 工 ,使 匹配 算法 具有 长 度 不 变性 。 通过 使 用 正规 化 的 轮廓 线 , 式 
(4, 3.4) 中 的 边界 条 件 可 简化 为 : 
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f(1)=1, (@=1), (4.3.6) 


4.4 多 尺度 有 限 差 分 法 


在 曲线 匹配 计算 中 ,初始 的 匹配 函数 估计 fo 对 以 后 的 运算 是 否 收敛 有 很 大 影响 。 对 严重 
变形 的 轮廓 ,或 有 复杂 的 凹 / 凸 曲线 结构 的 轮廓 ,线性 初始 估计 F(s) 一 * 能 导致 算法 在 选 代 过 
程 中 发 散 。 

采用 多 尺度 的 方法 能 减少 算法 对 初始 匹配 沙 数 fo 的 依赖 程度 .由 式 (4. 2. 21) 和 
(4.2, 22) 所 确定 的 迭代 算法 ,是 将 凤 ” 通 过 局 部 和 迭代 算法 得 到 解 ， 通 过 对 轮廓 线 Ce 和 Cu 进 
行 平滑 ,曲率 ko 和 kp 的 差 以 及 ko 的 一 阶 和 两 阶 导数 都 会 减 小 ， 最 粗糙 (coarsesty 时 (轮廓 线 
经 过 移 斯 滤波 器 强 平滑 六 1), 因 为 9/aw 减 小 ,所 以 算 子 4 减 小 ,使 影响 迭代 收敛 速度 的 
谱 半 径 减 小 ,收敛 速度 加 快 。 

迭代 过 程 中 低频 误 闯 项 的 收敛 速度 远 比 高 频 误 差 项 愧 。 但 是 , 正 是 低频 部 分 ,由 于 包括 了 
轮廓 线 大 范围 变形 所 引起 的 大 量 数 据 偏 差 , 是 造成 迭代 过 程 中 收 钱 速度 慢 的 重要 原因 。 一 般 
来 说 ,要 使 低频 误差 项 减 到 足够 小 ,需要 经 过 N 次 迭代 (CN 为 轮廓 线 离散 化 中 插入 的 点 数 )。 
多 尺度 有 限 差 分 法 可 看 作 蚌 解决 这 个 问题 的 有 效 方法 。 通 过 把 上 一 步 在 较 粗糙 程度 得 到 的 结 
果 作 为 下 一 步 较 精确 轮 廊 线 选 代 的 预 估 值 ,能 提高 轮廓 线 匹配 的 速度 并 避免 严 配 计算 过 程 中 
的 选 代 发 散 。 用 这 种 方法 仅 需 在 较 粗 糙 的 轮廓 线 上 去 估算 fo ,因而 ,编程 比较 容易 ,运算 速度 
较 快 。 


4.5 实验 验证 


4.5.1 简单 的 轮廓 线 匹配 


图 4. 1 中 轮廓 线 Co 是 正方 形 经 过 平移 ,旋转 和 长 度 变形 后 生成 的 一 个 矩形 轮廓 线 Ce. 
FEMA Ca 的 曲率 eu 与 轮廓 线 Co 的 曲率 &r 相 比 较 , 在 A 和 B 点 有 一 个 较 小 的 偏 移 。 

图 4.2 表示 b(s,w"*，) 项 的 意义 :图 4.2(a) 是 曲率 &o 与 Ar 的 差 , 但 这 差 值 还 不 足以 确定 
匹配 这 程 中 轮廓 线 Ca 的 局 部 扩展 方向 。 在 公式 中 轮廓 线 Co 的 扩展 方向 是 由 曲率 ko 与 Ep 


Cp Co 
(a) [kn(si)-ko(w)] 
kp (b) tolm) 
A B 


| ke | (c) -fkeXs))-kol wi) Jkolwi) 


图 4,1 PM OMB ER Be FE i E 图 4.2 bisw 2) 项 的 意义 
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的 差 与 kp 的 一 阶 导数 kp[ 见 图 4. 2(b)] 的 积 确定 的 。 A A 
图 4.2(c) 表 示 在 整 条 轮廓 线 上 有 两 个 区 域 中 bls, 
WE ) 的 值 为 正 。 这 意味 着 曲线 在 这 两 个 区 域 中 应 
朝 坐 标 轴 正 方向 扩展 。 通 常 ,如 果 某 个 区 域 中 bls, 
wu) 的 值 为 正 (或 负 ), 则 表明 该 区 域 的 轮廓 线 在 匹 B B 
配 过 程 中 局 部 向 正 (或 负 ) 方 向 扩展 。 (a) (b) 
在 初始 阶段 ,假设 轮廓 线 Ce 和 Ce 的 匹配 关系 图 4.3 匹配 前 (8) 和 
f(s) 是 线性 的 。 从 图 4. 3(a) 中 可 以 看 到 ,轮廓 线 Ce pe mae chm ee ARON Mt 
上 的 点 A MBAR RAC. LAMAN AA ABA 
配 。 经 过 轮廓 线 匹 配 法 计算 ,在 顶 角 4 和 如 都 能 得 到 很 好 的 匹配 [ 见 图 4.3(b)]。 而 图 4.4 是 
经 过 轮廓 线 匹 配 运 算 后 ,匹配 关系 .As) 的 最 后 结果 ， 


4.5.2 多 尺度 算法 


图 4.5 一 4.7 显示 了 Uedac 论 文中 轮廓 线 的 匹配 结果 。 图 的 左近 给 出 了 曲率 ko Ake. 

一 般 多 尺度 轮廓 线 匹 配方 法 中 ,两 条 轮廓 线 的 结构 不 一 样 会 导致 失 配 。 对 基于 轮廓 线 特征 
表示 的 链 码 算法 ,前 一 步 的 失 配 会 给 以 后 匹配 运算 造成 致命 影响 ,因为 它 递归 地 把 轮 密 的 匹配 部 
分 链 码 分 解 成 更 小 的 子 链 码 。 而 基于 曲率 表示 的 轮廓 线 匹配 方法 ,如 果 轮 廓 上 有 一 些小 的 媚 / 凸 
不 一 致 ,匹配 算法 仍然 有 效 。 这 是 因为 式 (4. 2. 2) 指 标 函 数 EN PF RARER. 


we 


44.4 匹配 前 后 Ps) 关系 图 4.5 ÆRME o, = 8, — AE AC 
W4.6 在 尺度 wm=5, 第 二 步 匹配 图 4.7 在 精细 尺度 0=2, 第 三 步 匹 配 


(上 次 匹配 的 结果 作为 本 次 匹配 的 增值 fo) 《上 次 匹配 的 结果 作为 本 次 匹配 的 初 值 fo) 
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4.5.3 大 脑 解 剖 图 上 轮 廉 线 和 核磁 共振 图 分 割 后 的 轮 廊 线 匹 配 


大 脑 解 剖 图 上 轮廓 线 和 日 常 门诊 中 所 得 的 核磁 共振 图 上 分 割 后 的 轮廓 线 的 匹配 结果 见 图 
4.8 和 图 4.9, 在 经 过 匹配 计算 的 13 个 不 同 的 脑 组 织 轮廓 线 中 , 列 出 了 有 代表 性 的 一 个 结果 。 


图 4.8 大 脑 解剖 图 上 轮廓 线 图 4.9 核磁 共振 图 上 分 割 后 的 轮廓 线 


)( 


| A le 


图 4,10 一 组 对 应 的 脑 组 织 图 4,11 在 尺度 mw=6 匹 配 结果 


4 


图 4.12 在 尺度 m= 王 4 匹配 结果 4.13 在 精细 尺度 o =2 匹配 结果 


$ 
| 
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对 于 图 4. 10 中 的 脑 组 织 , 采 用 了 按 顺序 逐步 减 小 的 多 尺度 平滑 法 , 即 从 o=6 开始 每 次 减 


少 2, 直 至 c= 二 2。 实 验证 明 , 即 使 两 条 轮廓 线 之 间 变 形 比 较 大 ,用 多 尺度 平滑 匹配 法 仍 能 在 某 
一 尺度 得 到 匹配 ,这 个 尺度 给 出 了 两 条 轮廓 线 之 间 相 似 程度 的 信息 。 见 图 4. 11 一 图 4.13。 
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BSA ”运动 估计 


计算 机 视觉 和 图 像 处 理 中 ,关于 多 帐 或 序列 图 像 处 理 技 术 , 因 其 在 医学 图 像 处 理 和 传输 、 
机 器 人 视觉 以 及 航空 航天 制导 等 领域 都 有 着 广 证 的 应 用 ,已 成 为 许多 学 者 关注 的 热点 。 而 序 
列 图 像 处 理 的 核心 技术 之 一 是 运动 估计 和 图 像 匹 配 技术 ,运动 估计 和 图 像 匹 配 的 数学 模型 相 
似 , 可 以 相互 借鉴 。 

所 谓 序列 图 像 的 运动 估计 ,是 根据 时 间 序 列 图 像 中 的 两 由 或 多 帧 图 像 ,和 估计 出 图 像 中 各 目 
标的 运动 信息 。 序 列 图 和 像 运 动 估 计 及 在 此 基础 上 的 运动 补偿 技术 ,是 利用 序列 图 像 帧 间 的 相 
SRE ABR IT Ae HE ,广泛 地 应 用 于 图 像 压 缩编 码 .图 像 传 输 等 领域 。 图 像 配 准 ,就 是 将 多 由 相互 
关联 的 图 进行 比较 ,以 确定 图 像 则 目标 或 点 的 对 应 关系 或 相对 变形 。 这 些 研究 可 应 用 于 运动 
号 标 跟踪 .图像 中 特定 目标 的 检测 和 精确 定位 ,例如 :医学 上 心 胜 图 像 的 动态 分 析 ,军事 上 运动 
目标 跟踪 以 及 遥感 图 的 分 析 等 。 

本 章 针 对 现 有 运动 场 估 计 技 术 在 处 理 较 复杂 的 形变 图 像 序 列 ( 特 别 是 有 弹性 形变 的 图 像 ) 
时 存在 的 问题 ,提出 一 种 基于 位 移 矢 量 场 的 运动 估计 方法 。 这 方法 也 是 上 一 章 轮廓 线 匹配 工 
作 在 二 维 图 像 空间 的 扩展 。 

现 有 的 运动 场 估 计 技 术 , 按 所 使 用 的 图 像 信 息 不 同 分 为 晨 大 类 :基于 特征 的 方法 和 直接 利 
用 图 像 灰 度 信息 等 原始 数据 的 方法 。 

基于 图 像 中 目标 特征 的 方法 ,也 称 离散 处 理 的 方法 ,是 指 匹 配 前 先 提取 图 像 中 目标 的 某 些 
特征 或 链 码 描述 ,然后 进行 图 像 匹 配 的 一 类 算法 。 如 果 目 标的 特征 或 链 码 描述 容易 提取 ,那么 
这 种 方法 的 计算 速度 是 很 快 的 。 基 于 特征 的 运动 场 估 计 方 法 能 找 出 图 像 中 位 移 量 比较 大 的 目 
标 。 然 而 ,这 一 方法 对 于 不 同 的 目标 常 需要 选择 不 同 的 特征 ,实时 匹配 时 间 上 序列 图 像 时 就 不 太 
容易 。 在 多 目标 环境 下 ,这 种 方法 需 解 决 目标 的 对 应 问题 。 此 法 有 两 大 缺点 : 

C1) 易 受 图 像 畸 变 等 原因 的 影响 。 

(2) 序列 图 像 间 根据 特征 建立 目标 对 应 关系 比较 困难 。 

另外 基于 特征 的 方法 如 何 选取 有 效 的 特征 ,以 及 如 何 根据 得 到 各 特征 点 的 稀 朴 的 运动 场 
信息 , 真 止 建立 起 整个 图 像 的 运动 场 都 是 这 一 方法 需要 解决 的 问题 。 

直接 利用 图 像 灰 度 信息 的 方法 的 基本 数学 模型 为 ， 

g(Czyyyti) =a» glr +H õr y+ yst +t) +Hm+n, 
式 中 :g(x,y,t) 表 示 序 列 图 像 + 时 刻 在 (z,y) 位 置 的 灰 度 ;6r 和 5y 分 别 是 (>,y) 位 置 的 目标 点 
在 时 间 间 隔 避 后 x 和 yy 位 置 发 生 的 变化 ;参数 a 是 考虑 到 图 像 光照 度 不 同 而 引入 的 尺度 因 
Fim 是 修正 灰 度 值 偏 差 的 偏 移 项 ;nm 是 噪声 项 ;a 和 xm 可 看 作 是 因 光 照 和 和 图像 传输 原因 导致 
的 畴 变 , 与 (8z,6y) 及 时 间 项 有 关 。 因 光照 和 图 像 传 输 原 因 导 致 的 畴 变 问 题 不 是 本 书 叙 述 的 
重点 ,所 以 在 位 移 场 估 计 问 题 中 ,只 考虑 简 单 模型 , 即 不 考虑 光照 及 传输 等 使 图 像 发 生 畸 变 因 
数 ,认为 序列 图 像 的 各 帧 中 物体 在 运动 轨迹 上 灰 度 不 变 . 

直接 利用 图 像 灰 度 信息 的 方法 又 可 分 为 三 大 类 : 块 丐 配 法 、 光 流 法 ,像素 递归 法 。 

这 里 介绍 的 位 移 场 估计 算法 将 一 维 轮廓 线 弹 性 匹配 的 思想 运 有 到 二 维 图 像 空间 ,日 的 是 
希望 能 检测 复杂 的 弹性 形变 。 

本 算法 的 主要 特点 是 : 
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CL) 算法 得 到 的 运动 场 是 位 移 场 ,而 不 是 通过 光 流 法 计算 得 到 的 某 种 近似 速度 场 。 因 此 
本 算法 不 需 做 时 间 标 定 ,可 直接 得 到 图 像 间 各 点 空间 对 应 关系 ,便于 做 运动 补偿 和 恢复 。 另 外 
作为 匹配 性 能 定量 指标 之 一 的 匹配 残 差 的 计算 更 为 容易 和 合理 。 

C2) 与 以 块 匹配 法 相 比 ,此 方法 对 有 缩放 、 扭 曲 等 复杂 形变 的 匹配 更 为 有 效 。 

(3) 但 是 本 算法 与 大 多 基于 图 像 灰 度 的 梯度 算法 一 样 ,计算 时 间 比 较 长 ,而 且 序 列 图 像 中 
目标 的 位 移 量 不 允许 过 大 。 


5.1 数学 模型 


为 了 进行 位 移 场 的 估计 ,需要 在 数学 模型 中 构造 能 量 函 数 。 这 个 能 最 邢 数 由 两 项 组 成 ;匹配 
误差 项 和 平滑 约束 条 件 。 通 过 最 小 化 这 个 能 量 函 数 得 到 序列 图 像 的 位 移 场 。 这 人 能量 函数 基于 两 
个 类 似 于 光 流 法 中 应 用 的 假设 : 沿 运 动 方 向 图 像 灰 度 保持 不 变 和 图 像 位 移 场 基本 平 渤 变 化 。 

考虑 图 像 序列 中 的 各 帧 GC A? 是 二 维 欧 几 里 德 空间 。 设 G 是 C 经 过 弹性 变形 而 得 
PAT. Be G 是 某 一 图 像 序 列 中 的 第 一 炭 图 像 ,g:, Cr) 是 表示 第 一 帧 图 像 G 在 空间 位 置 r 一 
Crey) 处 的 灰 度 值 , 其 中 + 表示 矢量 的 转 置 。 对 于 黑白 图 像 灰 度 值 的 范围 为 一 tilsi 
255) ,不 失 一 般 性 , 取 图 像 G 为 

G, = {ry |O<zr<S1l0gy<l)}; 
同样 ,图 像 6G; 为 

fe 
这 里 ,变形 限定 于 弹性 变形 , 即 假定 第 二 帧 图 像 G: 经 一 些 变形 后 可 恢复 成 其 参考 图 像 Gl 。 这 
就 是 说 ,这 里 不 考 虚 重 县 、 阴 影 和 光照 不 均匀 等 因素 。 

事实 上 ,要 解决 的 匹配 问题 就 是 要 判断 图 像 G 中 的 每 个 点 + EG 中 所 相应 的 点 r。 设 
fF 是 定义 于 L:(R) 上 的 连续 可 微 的 函数 ,L: (加? ) 表 示 R 上 平方 可 积 可 测 录 数 组 成 的 矢量 空 
a, Spf tr = fC m fr) =X lay) (ayy) ]. 

基于 这 一 目的 ,定义 包含 X 一 XCz,y 和 Y 一 Y(z,y) 的 能 量 熙 数 ， 

ELX,Y] = Emal XY] + aE nLX,Y], (5.1.1) 
HER Essen WA — tnt ER 5 EE JS 6 PS — E R G AE LEW BE Ean XY JA ti A F R E 
FRE ;参数 a 为 平滑 项 在 能 量 方程 中 的 权重 ,a 越 大 表示 增强 对 位 移 场 的 平滑 。 
Ewa 定义 为 g1(7) 与 gs《f(7)) 间 差 值 的 平方 : 


Emal AY] = [tw (Cryy) aii: S2[X(Zyy) sY¥(x,y)])*drdy, (5,1, 2) 


G 
平滑 项 Bu 的 引入 是 为 解决 “瓶颈 问题 ”, 即 一 个 方程 解 两 个 未 知 量 的 问题 。 类 似 于 光 流 法 中 
的 平滑 约束 条 件 ， 本 位 移 场 估计 算法 的 了 清 项 为 
| pe s aY -y F aY — y) TF 
-=J ca kame a ap 


(5.1.3) 
最 小 化 式 (5. 1. Dp ANER AR ECX, Y) , 即 可 得 到 两 帧 图 像 的 对 应 关系 函数 r). 


5.2 匹配 问题 的 变 分 分 析 


对 于 式 (5.1.1) 中 所 建立 的 能 量 函 数 和 求 其 极 值 问题 ,在 数学 上 称 为 泛 晒 的 枚 值 问题 。 在 
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1.8 节 中 已 经 作 了 介绍 。 这 里 具体 讨论 如 何 用 变 分 原理 解 这 个 问题 。 二 维 的 Euler 方程 表示 为 


eer ers cl (5, 2.1) 
和 
oF 2 (2)-2(F)=0. (5.2.2) 


为 最 小 化 能 量 函 数 (5. 1. 1) ,将 式 (5.1,2)(5.1.3) 代 人 式 (5.1.1) ,得 到 


EL X.Y) =] [ace — gl X lzy) YC x,y) ]}? 
(5; 25.3) 
ax—x)7 Ta 区 一 区 下 , ray—y 7, pay—y Fl, 
+al[ ax ] i dy ] +[ ag ] | 9y ] } Jezo». 
由 于 XIzyy),YGzyy) 相 互 正 交 , 为 最 小 化 能 量 函 数 (5.2.1), 对 X 和 YY 分 别 用 Euter 方 程 
(5, 2.1) 和 (5,. 2,2)。 由 式 (5. 2.1) 得 到 
2[g XY) gr] E 2 (2a 2 (202%) = 0, (5.2.4) 


E: IA 
IX 3x\ ax} 3y\ ay 
重新 整理 式 (5, 2,4) 得 到 


[gi (X,Y) — gi1 C(x,y)] OB: —a 


FX FPX 
oe (ar tat) = 0 (5, 2.5) 
同样 ,对 Y 用 Euler 方程 (5.2. 2) ,得 
[ge(XsY) — gi (xy) BE —a V*X = 0， 
(5, 2.6) 


[g2 (X,Y) — g(x,y] “8 a VY = 0; 


边界 条 件 。 
2 2 2 2 
其 中 ,V?X ,VY EX Y AEM VX TE 4 SF wey SSS, DREM, 
AS MAE. Am e Be 5 1.1), XY PA ACS, 2.6)。 式 {5. 2.6) 是 一 
A BR FE FX) AR LER) DF P Sk HAE DE PR R ALAE AEH ED E A) My HT E 


5.3 边界 条 件 


关于 图 像 位 移 场 估计 及 匹配 问题 的 边界 条 件 , 常 用 两 种 边界 条 件 :一 种 称 之 为 弯曲 的 边界 
条 件 (Bending boundary condition) ; 另 -- 种 称 之 为 滑动 的 边界 条 件 (Sliding boundary condi- 
tion). AS. 1 给 出 满足 这 两 种 边界 条 件 有 形变 的 二 维 图 形 。 

如 设 二 维 模板 中 的 点 r= (x,y) 对 应 形变 后 模板 位 置 为 一 [X(z,y),Y(zr,y)1, 设 
S(x,y) 是 这 两 个 对 应 点 间 的 位 移 ,SCz,y) = Se S) =r! 一 r, 则 咨 曲 的 边界 条 件 可 用 下 列 数 
学 公式 表达 : 

_ as, 


= 


aS, 

| AX |w ax | a.y 

LS,(zr,0) = S, (2.1) = S, (0, y) = S (1, y) = 0. 
由 公式 知 边界 条 件 由 Neumann 边界 条 件 和 Dirichlet 边界 条 件 组 成 。 这 种 边界 条 件 使 形变 模 


2 ae 28. =0, 
ay ay lew (5.3. 1) 


(4,0) 
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= ee 
模板 PA 形变 后 模板 模板 


形变 后 模板 
(b) 


图 5,1 两 种 边界 条 件 约束 的 图 像 形变 示例 
Ca) 奇 曲 的 边界 条 件 约束 的 图 像 形 变 ;(b) 滑动 的 边界 条 件 约束 的 图 像 形 变 
板 图 像 的 4 个 角 点 位 置 锁 定 在 原 检 板 对 应 位 置 , 不 发 生变 化 ,允许 边界 有 较 灵活 的 形变 。 
滑动 的 边界 条 件 间 样 由 Neumann 边界 条 件 和 Dirichlet 边界 条 件 组 成 ,可 用 下 列 数 学 公 


式 表 达 : 
a.) as| LA) ag) _ 
| ao Wham Alay Alay  ”， (5. 3. 2) 
S,(0,y) = S,(1.y¥) = S,(z,.0) = S,(z,1) = 0, 


TX PALL FP He AE (EF AE SE BM MY dd ER E F E AY SR ak a Se A A E E 
的 点 可 沿边 界 滑动 ,所 以 称 之 为 滑动 边界 条 件 。 
本 文中 假设 两 帧 图 像 在 边界 上 的 点 不 发 生 任何 变形 (包括 滑动 ) 或 仅 有 线性 变形 ( 当 图 像 
大 小 发 生变 化 时 )。 边 界 条 件 可 直接 通过 对 应 点 位 置 表示 为 
XGO,y)=0， X(l,y)=a, VyE[0,1]; 
X(z,0)=az, X(z,1)=az, YxrE [0,1]; 
Y(z,0)=0, Y(x,l)=b, VYzE[0,1] 
YO,y)=by, Y(l,y)=by, WyE[0.1]. 
ix HARA — WA — OE Re KS SK 和 
aXb。 如 a 二 b= 二 1, 则 表示 匹配 图 像 边界 上 的 点 不 发 生 ats 
任何 变形 ( 见 图 5. 2), 


(5.3.3) 


RK 变形 后 模板 
5.4 
有 限 差分 解法 图 5.2 股本 文 边界 条 件 约 柬 的 图 像 
因为 本 章 位 移 场 估计 算法 的 数学 模型 经 变 分 分 析 
后 得 到 的 是 一 个 典型 的 椭圆 型 偏 微分 方程 的 边 值 癌 题 ,所 以 本 节 首 先 介 绍 用 于 椭圆 型 偏 微分 
方程 的 边 值 问题 的 几 种 典型 利用 有 限 差分 的 数值 解法 ,并 使 用 同步 超 松 弛 法 (S. O. R. ) 解 本 文 
位 移 场 估计 问题 。 


5.4.1 用 差分 代替 导数 的 方法 


用 差分 方法 解 微 分 方程 的 边 值 问题 的 第 一 步 是 将 求解 区 域 进行 剖 分 (如 图 5. 3 所 示 )。 为 
简单 起 见 , 沿 与 方向 的 网 格 的 步 长 都 取 为 h。 图 中 “，” 为 内 网 格 点 。 
对 于 光滑 的 范 数 X 和 了 ,由 Tayicor 展开 式 得 
kal = Views + Ch), (5.4.1) 
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dY _ Van Veni r : 
rae n Fh + O¢h*), (5, 4, 2) 


ECU, VARRAR X yM Yl y) Er =i, y=s) db 
BY FS A HE ME OO È A? 的 同 阶 无 穷 小 。 
将 图 Cs 分 割 成 网 格 图 ,例如 ,Gz 被 划分 成 (M 十 1) X(N 十 1) 的 
网 格 图 ,节点 坐标 分 别 是 r= ih y, 三 商 , 这 里 ,zi 一 0,1,2, ,AM 十 1; 
j=0.1,2,,N+1. 
当 式 (5. 2.6) 的 解 X.Y 充分 平滑 , 则 沿 z 和》 OPA 图 5.3 图 像 网 格 前 分 
(5,4.1) 和 (5.4.2) 代 蔡 导 数 , 且 忽略 高 阶 无 穷 小 , 则 式 (5. 2. 6) 中 
XY 的 Laplace 算 子 的 离散 形式 为 


VX = Bo Wt HU HU + Ui 7! 4Ui,,)， (5. 4. 3) 
y tY E E Vama + Vea + Views + Vi-l AVi) 6 (5. 4. 4) 


bat RP AR ULV 在 其 上 、 下 . 左 、 右 四 个 邻 点 上 的 值 , 故 称 之 为 五 点 差分 格 
式 。 又 可 得 


Biy =[g (Xa; oY.) — wi Cini] S|, (5.4.5) 
g IX | yy 
= [gi (Xij Ya — gi Gg: Xing Yig) — Be Ximi Yi) ]/2h, 
Ci =[g:(X;; n a ee ap a J (5, 4, 6) 
3Y yari” 
=[g: (Xi; Yaj) — £1 Cig) Jlez (Yim Xp) m g: (Xij Vij )]/2h, 
HEHE (5. 4.5) (5. 4. CAR ASRS. 2.6), 得 到 最 小 化 能 量 方程 应 满足 方程 的 离散 形式 ， 
Una HU Umg HU — 4U = tBu, 
AC (5.4, 7) 
Vi +Vi-1,; 十 Vi 二 Vi AV. Kg oa 


边界 条 件 式 的 离散 形式 为 ， 
Uou =0; U m-i =a, j=1,2; =, N— 1; 
Unnt Uni =, i=1,2,°",M—-1; 
] (5. 4, 8) 
c i=1,2,°° ,M—1; 


bj ; 
Vo; = 2 Vans =? j=1,2,°,N—1, 


(5. 4. 9) 
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Urn Vin 
其 中 :U= | |,V=|,,”|,G 和 P 由 边界 条 件 (5.4.8) 得 到 ， 
U2. Van 
M.N Vu, 
-4 1 1 
1-4 1 1 
1-4 1 1 
1 一 4 1 
A= 
1 一 4 1 
1 1-4 1 
1 1 一 4 
1 一 4 


5. 4.2 松弛 算法 解 差 分 方程 


对 于 本 章 问题 ,直接 解 U 和 V 比较 困难 ,但 通过 迭代 可 较 好 地 解 出 有 限 差 分 方程 (5. 4. 7) 
的 代数 解 。 在 第 2 章 介绍 的 各 种 迭代 方法 中 ,由 于 实现 比较 容易 ,松弛 算法 (S. O, R. ) 得 到 广 
泛 的 应 用 。 

(1) 设 可 和 V? BU A V 的 初始 值 , 则 


o a 
Ur, = 条， 


V =t, 


式 (5.4,. 10) 是 线性 的 , 即 没有 变形 时 的 初始 值 ， 

(2) HUT AVIS ARG. 4.7), TERA BAC. REU MVS EEL- K k- 
1 次 ) 和 迭代 的 结果 ,开始 时 ,一 1 RPS 

(3) 通过 Gauss-Seidel 法 解 方程 (5.4.7)。 设 字 和 人 安 ， 是 第 k 次 Gauss-Seidel 迭代 的 结 
果 , 即 ， 


i= 1,2,°°.M—2,j = 1,2, N2, (5.4.10) 


Ty, 一 一 tB, + Utis +F tuts + + Tia 十 + eas ` 
k £ (5.4.11) 
Vig — Cw ch Evii apr EVE +4 ae + = Vija > 

(4) Gauss-Seidel FQ MK SCH BEE, Bt AARD, AUT, AE. E 
过 同 Gauss-Seidel 法 得 到 的 前 一 次 选 代 结果 作 线 性 外 延 ,对 初始 估计 逐次 修正 (为 减 小 误差 )， 


得 到 一 个 理想 的 解 , 其 所 需 的 迭代 次 数 多 数 人 情况 下 可 以 减少 。 这 一 方法 可 表示 为 
全 Wo T aa 


Vi, = (1— Vi +07, 


= 1,2,°°,M—l1;s = 1,2, ,N— l, (5. 4, 12) 
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其 中 ;0<w<2。 第 次 的 值 是 由 Gauss-Seidel 法 得 到 的 值 和 前 一 次 值 外 推 而 得 。 如 果 w= 
则 这 一 方法 晓 变 为 Gauss-Seidel 法 。 参 数 w SARERA RK, CHE TUM 


5.4.3 RA RA 
选 代 的 停止 条 件 可 到 和 迭代 次 数 大 于 或 等 于 某 设 定 值 ,或 同时 满足 下 式 ; 


N=) M—1 


S | Xar lrs y) — Xa (23y) le 
af a MN 
N-1 M-i 


| Ya(z>y) —Y, (ayy) | 
L ie (5.4.14) 


xm0 ye 


其 中 :e 为 一 个 小 的 正 数 。 为 了 防止 迭代 时 间 过 长 ,程序 中 还 是 需要 检测 是 否 超过 最 大 迭代 次 
数 。 


5.5 参数 选择 


本 节 讨 论 匹配 算法 中 的 两 个 重要 参数 的 选择 方法 :平滑 系数 a 和 松弛 选 代 中 的 松弛 系数 
w 的 选择 。 在 a 的 选择 方法 中 讨论 了 a 对 位 移 场 的 影响 ,并 进一步 给 出 Nagel 关于 a 是 迭代 次 
数 函 数 的 策略 ,应 用 并 讨论 了 这 一 策略 的 意义 。 对 的 选择 讨论 了 o 对 收敛 速 度 和 和 迭代 稳定 
性 的 影响 。 


5.5.1 a 的 选择 


由 5. 1 节 讨 论 可 知 ,a 是 平滑 项 在 整个 能 量 方程 中 的 权重 ,a 越 大 表示 图 像 中 位 移 场 越 平 
滑 。 可 根据 图 像 运 动 场 的 一 致 性 估计 选择 的 大 小 ,建议 “ 的 范围 在 [10,300] 区 间 ,本 文 所 用 
a 在 这 个 区 间 。 

为 比较 选择 a 对 位 移 场 的 影响 ,用 一 块 正方 形 位 移 的 图 5, 4 作为 测试 图 像 ,图 中 的 正方 形 
仅 向 右 平 移 , 这 样 只 比较 X 方 向 的 位 移 。 


(5. 4. 13) 


(a) (b) 
图 5.4 人 工 合成 的 有 向 右 平移 的 块 测试 图 像 
(a) 第 一 帧 ; (b> MoH 

图 5.5 给 出 测试 图 5. 4 在 选用 不 同 的 K 时 ,得 到 的 位 移 场 中 的 怀 方 向 分 量 的 表示 。 三 幅 
图 所 用 的 参数 都 为 w= 二 0.5。 由 图 容易 看 出 随 着 平滑 系数 的 增 大 ,位 移 场 越 来 越 平滑 。 

关于 a 的 选择 ,Nagel 给 出 一 种 分 段 变化 的 a 的 选择 策略 。 这 种 启发 式 改善 a 选择 的 方法 
是 :a 是 迭代 次 数 的 一 个 函数 ,函数 通过 一 个 手工 曲线 描述 ,特点 是 :起 始 时 ,a 选择 一 个 较 小 但 
不 为 0 的 值 ;而 后 迭代 几 次 后 逐渐 变 大 ,至 一 定 次 数 后 为 最 终 恒 定 值 。 

图 5.7 是 将 x 取 常数 (ae= 50) 与 分 段 变化 ( 见 图 5.6) 得 到 的 残 差 收敛 曲线 的 比较 ， 测 试图 
用 图 5. 4 的 匹配 结果 ,其 中 w=0, 5。 由 图 5.7 可 知 ,采用 变化 的 x 策略 ,匹配 的 收敛 有 所 加 
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快 ,收敛 后 平均 匹配 残 差 结果 与 a 为 常数 时 基本 相同 。 但 因为 此 a 变化 的 曲线 与 图 像 本 身 关 
系 密切 , 需 不 断 调整 ,所 以 本 文 后 面 章节 中 , 仍 采用 a 为 常数 的 方法 。 


Nh i Wo Me y NAW M 
a A XK AN g ih fave 
fal uti HN | ; ‘ih ai =< 

NN w 


图 5.5 测试 图 5. 4 在 选用 不 同 的 “时 ,得 到 的 位 移 场 中 的 X 方向 分 量 在 Matlab 中 的 表示 
(a) a= 50 时 得 到 的 位 移 场 X 方向 分 量 ;!(b) a=100 时 得 到 的 位 移 场 X 方向 分 量 ; 
Cc) a=200 时 得 到 的 位 移 场 X 方向 分 量 
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图 5.6 分 段 变 化 的 a 的 变化 曲线 
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ty 


RA( 灰 度 值 /像素 ) 
一 in 


一 
ia 


oF 32 63 94 125 156 187 218 249 280 311 342 373 


Iteration/ 次 数 
图 5.7 ”匹配 测试 图 5,4 当 a=50 WL ANY BB He ee a 的 收敛 曲线 比较 (ww 一 0.5) 
尽管 如 此 ,采用 a 随和 迭代 次 数 变化 的 策略 ,给 我 们 有 益 的 启示 , 即 在 匹配 图 像 的 迭代 计算 
中 ,人 迭代 开始 阶段 ,ac 不 应 取得 太 大 ,否则 将 减缓 计算 的 速度 ,应 使 平滑 系数 随 返 代 次 数 逐 渐 增 
IM. 


5.5.2 w 的 选择 


为 了 算法 可 行 ,迭代 算法 不 但 应 该 收敛 ,而 且 收 敛 速度 必须 足够 快 。 因 此 需要 确定 较 优 的 
wo w REF ww 时 , 式 (5.4.12) 收 敛 速度 达到 最 快 。 一 般 来 说 ,确定 www 是 困难 的 ,通常 是 
通过 不 断 的 试验 和 判断 误差 减 小 的 方法 来 获得 wm。 可 以 证 明 , 当 w<swmw 时 收敛 是 单调 的 ,而 
w>www 时 是 振荡 的 ,这 一 有 趣 现 象 可 用 于 确定 一 个 较 好 的 w 值 。 

图 5. 8 曲线 表示 匹配 测试 图 5. 4 时 选用 在 不 同 w 得 到 的 平均 残 差 随 迭 代 次 数 的 变化 曲 
线 。 由 图 看 出 ,w 选择 过 大 时 虽然 迭代 起 始 时 匹配 残 差 减 小 很 快 ,但 减 小 到 一 定 值 时 , 选 代 开 
始 出 现 振 荡 。w 选择 过 小 ,收敛 速度 变 慢 ， 


w 


ed 


RARER) 
uae uA Nn eh 
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图 5.8 匹配 测试 图 5.4 在 不 同 w 情况 下 得 到 的 平均 残 差 
随和 迭代 次 数 变 化 曲线 
= 2 
i E r 
这 里 4 是 矩阵 A 的 最 大 特征 值 ,对 于 一 般 图 像 , 如 果 其 长 和 高 的 格 点 间隔 都 是 ,可 得 


hae + [eos (5.5.2) 
这 里 M,N GAE r My Fee. 


x K 
一 十 cos 一 


M+R] 
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5.6 二 维 插值 和 实验 验证 


为 得 到 亚 像 元 级 位 移 估计 ,用 位 移 后 不 位 于 网 格 点 上 的 像素 的 灰 度 做 插值 ,本 文采 用 最 基 
本 的 二 维 线性 插值 。 


5.6.1 二 维 线性 插值 


先 介绍 数值 计算 中 方 格 网 格 点 上 的 二 维 线性 插值 。 对 二 维 情 况 , 假 定 已 知 函 数值 的 矩阵 
g(l..m);(1..7), AINE AU cf. .mj 及 数组 yL1,.n]。 这 些 输入 量 的 关系 由 下 列 函 数 确定 : 
gLijLk] = g(xzxLij,yLk]), 
目的 是 用 插值 法 计算 函数 g(xz，,y) 在 表 中 未 列 出 的 值 。 

当 需 要 求 某 点 (z,y) , 它 是 列表 中 的 四 个 点 的 包围 起 来 的 
内 部 点 ,为 方便 起 见 , 采 用 符合 图 像 常用 的 坐标 系 , 从 右上 角 按 
顺 时 针 方向 从 1 到 4 给 这 些 点 作 标记 ,如 图 5.9 所 示 。 更 精确 
地 表示 如 下 :如 果 由 

xlj] < 


z<2fj+1)], 
ylk] S y < 


< ylk +1] 


ELJAR M 
图 5.9 二 维 线性 插值 中 对 点 做 标记 gı =gLj]Lk], 
g: =glj+1]Lk], 
g:=gLj+1][k+1], 
ga=gL]Lk+1], 
方 格 网 格 点 上 的 二 维 线 性 插值 公式 为 
t= (z, — zlj])/(<[j +1] — zL[j]), 
u = (y — y[k])/ (yk + 1] ylk]), 
glasy) = Q — t) — u)gi +11 —u)g: + tugs + (1 — tugi.» 


5.6.2 实验 比较 采用 线性 插值 前 后 的 结果 


为 比较 用 和 不 用 二 维 线性 插值 测试 图 匹配 得 到 的 匹配 结果 ,本 节 用 下 面 的 测试 图 :第 1 组 
测试 图 为 兵 乓 球 序列 标准 测试 图 第 3、4 帧 ,图 像 大 小 按 比例 缩 为 180X 122 像素 ,图 5. 10(a) 


图 5. 10 标准 测试 序列 
(a) 乒乓 球 序列 标准 测试 图 第 3 WH Cb) 汉堡 街头 出 租车 第 0 o 
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给 出 其 第 3 帧 。 观 察 序列 图 像 知 兵 兵 球 序 列 图 像 中 有 三 个 运动 物体 ,对 第 3、4 帧 图 而 言 分 别 
为 :人 向 下 运动 的 乒乓 球 ;@ 向 上 运动 的 手臂 及 乒乓 球拍 !@@ 向 左上 和 角 运动 的 人 的 腿 。 第 2 
组 测试 里 为 汉堡 出 租车 序列 的 第 0.4 帧 ,图 像 大 小 为 256 X190。 图 5. 10(b) 给 出 汉堡 出 租车 
序列 的 第 0 帧 图 像 。 图 像 中 有 四 个 运动 物体 :Q@ 转向 拐角 处 的 出 租车 ;Q@@ 左下 角 的 汽车 ,从 左 
向 右 行驶 ;图 右 下 角 从 右 向 左 的 篮 车 ;@ 左上 角 的 很 小 的 一 个 行人 ,运动 方向 为 从 左 向 右 。 

家 5.1 为 比较 用 各 不 用 二 维 线性 插值 测试 图 配 得 到 的 残 差 结果 。 由 表 可 知 用 二 维 线性 
插值 后 匹配 残 差 有 所 减 小 。 

图 5. 11 给 出 不 同 测试 图 像 不 采用 插值 算法 和 采用 插值 算法 的 不 同 匹配 残 差 图 ;在 残 差 图 
中 点 越 黑 残 差 越 大 。 可 看 出 采用 插值 算法 匹配 残 差 较 小 。 

5.12 为 采用 插值 算法 前 后 对 应 情况 的 位 移 矢 量 加 。 图 中 小 十 字 代 表 第 一 帧 图 像 中 的 
点 作为 位 移 起 始点 ,短线 表示 这 一 点 的 位 移 矢 量 。 由 图 中 可 看 出 采用 播 值 算法 后 的 位 移 场 在 
静止 背景 上 误 和 运动 矢量 较 少 。 

实验 表明 当 图 像 背 景 有 较 多 纹理 ,或 有 多 个 静止 的 物体 时 ,用 二 维 线性 插值 后 ,无 论 是 残 
差 还 是 位 移 场 都 能 得 到 一 定 程度 的 改善 。 当 然 , 计 算 工 作 量 也 要 成 倍增 加 。 

25.1 用 二 维 线性 插值 前 后 匹 申 残 些 比较 

乒乓 球 测试 图 


汉堡 街头 出 租车 


BRB 
二 维 线性 插值 


图 5.11 测试 图 像 洒 用 插值 算法 前 后 的 匹配 残 差 妇 比较 
(a) 不 采用 插值 算法 乒乓 球 序列 第 3,4 帧 图 的 匹配 残 差 图 ;(b) 采用 搬 什 算法 乒乓 球 序列 第 3,4 巾 图 的 苞 配 残 差 图 | 
Co) 不 采用 插值 算法 出 租车 序列 第 0.4 帧 图 的 匹配 残 差 图 !(d) 采用 揪 值 算法 出 租车 序列 第 0.4 帧 图 的 匹配 残 差 图 
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图 5.12 测试 图 像 采用 插值 算法 前 后 的 位 称 矢 量 场 比较 
(a) 不 采用 插值 算法 乒乓 球 序列 第 3、4 帧 图 的 和 位移 场 ;:(b) 采用 插值 算法 乒乓 球 序 列 第 3.4 赂 图 的 位 移 场 ， 
Co) 不 采用 插值 算法 出 租车 序列 第 0.4 贴图 的 位 移 场 !(d) 采用 播 值 算法 出 租车 序列 第 0、4 是 图 的 位 移 场 
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第 6 章 图 像 平 滑 


图 像 平滑 是 图 像 处 理 中 一 个 重要 环节 , 它 对 后 继 处理 ( 如 分 割 ) 带 来 很 大 的 影响 。 图 像 的 
平滑 和 细节 保持 是 一 对 矛盾 关系 ,图 像 的 低 通 滤波 在 降低 噪声 的 同时 ,产生 图 像 边界 的 模糊 ， 
而 人 对 图 像 的 高 频 成 分 是 很 敏感 的 。 基 于 偏 微分 方程 的 图 像 平滑 方法 在 这 个 领域 获得 了 广泛 
的 重视 ” ,因为 它 在 平滑 嵘 声 的 同时 ,可 以 使 边界 得 到 保持 。6. 1 节 介绍 热传导 方程 和 线性 多 
尺度 空间 ,热传导 方程 的 解 等 价 于 初始 图 像 与 高 斯 滤波 器 在 不 同 尺度 上 的 着 积 。6. 2 节 和 6.3 
节 介 绍 图 像 的 各 向 异性 扩散 方程 和 选择 性 扩散 方程 ,方程 中 的 扩散 系数 是 由 图 像 的 灰 度 变化 
决定 的 。6, 4 节 讲 述 图 像 的 退化 搞 茹 模型 ,该 模型 具有 明确 的 几何 解释 ,在 沿 图 像 方向 上 , 它 
进行 平滑 ,而 在 与 边界 垂直 的 方向 上 不 进行 任何 平滑 。 此 模型 对 角 点 具有 一 定 的 模糊 作用 , 因 
此 6.5 节 讨 论 了 对 其 进行 改进 的 方法 。6.6 节 作 了 实验 验证 。 


6.1 常 系数 热传导 平滑 方程 


设 初 始 灰 度 图 像 为 u(x,y,0) xz) 为 在 时 间 上 时 的 平滑 图 像 。 则 图 像 的 热传导 平滑 
方程 为 


Mery) = Aulxyyot)s (6. L la) 


AHP : Aule, yt) A PAAR RAF ,其 初始 条 件 为 w(7,y,0)。 方 程 (6.1.1) 的 解 为 
MUCzyyyt) = Cxt(Zy0O)， 
RE,» RRP, 
G (zy) = GŒ expl— (2? + y )/4t] (6.1. 1b) 

是 高 斯 函数 .因此 ,初始 图 像 与 不 问 尺 度 的 高 斯 滤波 器 的 卷 积 等 价 于 热传导 方程 的 解 握 。 
Witkin 采用 的 尺度 空间 滤波 器 就 是 高 斯 滤波 器 。 

因果 性 ; 当 尺 度 由 小 变 大 时 ,不 产生 新 的 细节 特征 。 此 特性 称 为 因果 性 ,热传导 方程 
(6.1.14) 上 共有 因果 性 , 随 着 尺度 t 的 增 大 ,图 像 的 平滑 效果 增强 ,原始 图 像 中 的 细节 逐渐 消失 ， 

定位 特性 :在 不 同 尺度 上 ,图 像 特征 的 空间 位 置 变 化 情况 为 定位 特性 。 方 程 (6. 1. 1a) 在 大 
尺度 上 所 保留 下 来 的 图 像 特征 ,其 空间 位 置 会 展 宽 且 发 生 漂移 。 

热传导 方程 的 定位 特性 会 变 差 。 为 解决 这 个 问题 ,Witkin 提出 ,首先 在 大 尺度 上 检测 图 
像 的 主要 特征 ,然后 尺度 逐 源 减 小 ,在 小 尺度 上 对 特征 进行 跟踪 。 这 样 主 要 特征 可 获得 较为 精 
确 的 定位 。 但 是 ,该 方法 非常 复杂 ,而 且 不 稳定 "*。 

由 于 方程 (6. 1. 1a) 所 描述 的 物理 过 程 是 各 向 同性 的 热 扩散 现象 ,因此 ,其 平滑 过 程 自然 会 
带 来 边界 模糊 。 


6.2 异性 扩散 方程 


针对 热 扩散 方程 的 缺点 ,Perona 在 上 节 提 到 的 因果 人 性 的 基础 上 给 出 了 图 像 平 滑 中 多 尺度 
HA EAE, 
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(1) 因果 性 :同上 。 

(2) 即时 定位 :在任 一 尺度 下 ,图 像 中 的 区 域 边界 要 明显 ,并 与 对 应 尺度 下 图 像 中 的 物体 
边界 相 一 致 。 

(3) 分 段 平 滑 :在 所 有 尺度 上 ,区 域内 部 要 优先 于 区 域 之 间 进 行 平滑 。 

准则 (2) 表 明 ,在 对 图 像 平 滑 时 ,图 像 边界 的 空间 位 置 不 发 生变 化 ,在 任何 尺度 上 ,都 可 以 
对 边界 特征 进行 精确 定位 。 而 准则 (3) 考 忠 了 图 像 中 的 边界 条 件 , 在 区 域 边 界 上 ,其 平滑 功能 
BE 5S ,而 在 区 域内 部 ,其 平滑 功能 村 加强。 准则 (3) 为 准则 (2) 提 供 了 方法 上 的 支持 。 


6.2.1 异性 扩散 模型 


在 常 系数 热传导 方程 产生 的 线性 尺度 空间 中 ,热传导 系数 为 常数 1, 它 没有 考 碟 图 像 的 空 
间 位 置 。 其 实 , 传 导 系 数 可 根据 图 像 的 空间 位 置 来 确定 。Perona 给 出 的 传导 系数 可 变 的 异性 
扩散 方程 如 下 ， 


ERM el CT (6, 2. 1) 


方程 (6. 2.1) 的 初始 条 件 为 图 像 x(z，,y,0) div 为 散 度 算 子 ,V 为 梯度 算 子 。 当 cry OK 
数 1 时 ,方程 (6. 2.1) 变 为 各 向 同性 的 热传导 方程 (6. 1, 1a)。 假 设 在 每 月 时 时 间 ( 尺 度 ) 上 ,已 
知 图 像 区 域 的 边界 , 则 在 图 像 区 域 的 内 部 进行 平滑 ,而 在 穿 过 区 域 边界 的 位 置 上 ,不 执行 平滑 
过 程 。 这 个 过 程 可 通过 设置 阶 婚 变化 的 传导 系数 来 实现 , 即 
l(zsy.t) E 区 域内 部 ， 
Olzy t) € 区域 边 界 。 
事实 上 ,区 域 边界 是 不 可 能 事先 知道 的 ,否则 ,问题 就 解决 了 。 因 此 ,需要 对 相应 尺度 上 的 区 域 
边界 点 进行 估计 。 

设 玉 (zx,y,) 为 边界 点 的 估计 , 它 是 一 向 量 函 数 ,E(z,y1t) = Vult yt) 即 采 用 梯度 算 
子 作为 边界 点 估计 。 传 导 系 数 函数 y OVA || ECx y d) | 为 变量 的 单调 下 降 函 数 , 设 

cryyyi) = gC || ECx,y,t) > = gC |] Velzrsy d I> (6, 2, 2) 


wil g(a) =1/(14 ELL) 0 时 ,其 西数 形状 见 图 6.1。 
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6.2.2 异性 扩散 模型 的 极 值 原理 


设 A 为 空间 A" 上 一 有 界 开 集 ( 即 图 像 中 的 定义 域 , 一 般 为 矩形 区 域 ),T= Cab) ARA 
RR 上 一 区 间 。 令 DD 为 空间 W111 上 一 开 柱 体 , 它 由 A 和 工 的 丸 积 形成 , 即 D=AXT= 
lxt) ; XEA,tET}, WID 为 D 的 边界 ,D AD 的 闭 集 。91D,3sDD,9aD 分 别 表示 3 的 上 
端 , 侧 端 和 下 端 。91D= (Cx,1) : cE A,t=b) .asD={(a,t) 1 eEGA,tE T} 3BD= (x,t) : 
zEA,t=a}, WA 6.2 所 示 , 其 中 ,93sr DID, i Ion D 分 别 宪 示 前 侧面 ,后 侧面 , 左 侧面 和 
6 il , 34D =e DU deg DUAy DUSeeD. 为 了 描述 方便 , 令 3ssaD=3sDU3sD 表示 侧 端 和 席 
WAF. MWA: 

极 值 原理 ”函数 f: gf+:-> 只 在 万 上 连续 , 且 在 DU3sD 上 二 次 可 微 ,如 果 f 在 D 上 满 
AF MBER Cord f= OAL—Ve* VIO, RBC! RR ED EER, IH 
且 在 DU3sD 上 可 微 ,那么 , 它 满足 极 值 原理 , 即 f 在 底 端 和 和 侧 端 边界 3ss D 上 取得 的 极 值 : 


max| f| =max| fi. 


定理 的 证 明 见 参考 文献 [6]， 
命题 ” 设 函 数 /满足 上 述 假设 ,而 且 在 侧面 边界 上 asD 上 二 次 可 微 , 且 V :太一 0,V AM a 
方向 的 梯度 算 子 ,那么 , max | f | = max | f | 命题 中 的 条 件 


V.j=0,zE3sD, 表 示 在 图 像 侧 端 边 界 上 , 图像 的 灰 度 没有 损 
失 ,或 者 说 ,在 侧 端 边界 上 ,没有 能 量 交 换 。 此 条 件 也 称 为 隔 热 
条 件 。 命 题 的 证 明 见 参 考 文献 [5] 。 

图 恒 的 因果 性 可 通过 极 信 原理 来 说 明 ; 

设 图 像 的 细节 特征 可 由 图 像 函 数 x(zyy,0) 的 斑点 (blob) 
来 描述 ,那么 新 斑点 的 产生 表示 在 图 像 &Czyy, 妇 ,>0 中 产生 
了 新 的 极 值 。 方 程 (6, 2,1) 是 抛物 线 微分 方程 的 特例 , 它 满足 
极 值 原理 。 由 极 值 原理 可 看 出 ,图 像 中 的 新 的 极 值 只 能 在 图 像 
的 底 端 和 侧 端 边界 上 获得 。 当 添加 了 昭 热 象 件 V -了 一 0， 
xzeasD 时 ,图 像 中 新 的 极 值 只 能 属于 底 端 边 界 , 即 初始 图 像 u 
(zx;y10)。 因 此 ,由 方程 (6,2,1) 描 述 的 平滑 模型 不 产生 新 的 细 


图 6.2 尺度 空间 中 的 边界 


节 特征 ,满足 因果 性 。 
6.2.3 边缘 增强 


采用 传统 的 低 通 滤波 器 和 上 述 常 系数 热 扩 散 方程 进行 降 噪 ,是 以 边缘 的 模糊 为 代价 的 。 
对 模糊 图 像 的 边缘 进行 增强 可 通过 高 通 滤波 器 或 在 时 间 轴 上 北向 执行 扩散 方程 。 但 这 是 一 病 
态 问 题 ,计算 不 稳定 ,除非 对 问题 进行 约束 。 

对 于 方程 (6. 2. 1) ,通过 对 传导 系数 进行 适当 的 选择 ,可 使 得 异性 扩散 在 滤波 的 同时 ,进行 
边缘 增强 ,而 且 它 在 时 间 轴 上 是 正 向 进行 的 ,通过 极 值 原理 ,可 保证 扩散 的 稳定 性 。 

下 面 通 过 一 个 简单 的 例子 来 说 明 方程 (6. 2. 1 的 边缘 增强 特性 。 

设 图 像 的 边缘 为 阶 路 函数 与 Gaussian 函数 的 卷 积 ， 不 失 一 般 性 , 设 边缘 沿 y 轴 方 向 。 因 
此 , 散 度 算 子 简化 为 


divL ctz,Yy,t) Vu | = Setery Du]. 
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选择 传导 系数 为 图 像 的 梯度 的 函数 :c(zyyyti)=g[u lty, t) 如 式 (6.2.2)。 令 
pa) 二 g(us)。us: 表 示 流 量 c* u,。 那 么 ,扩散 方程 在 一 维 情况 下 变 为 
oe. 24(%), 
at 3z \ax 
图 像 的 边缘 增强 特性 是 通过 边缘 的 坡度 在 尺度 空间 中 的 变化 来 研究 的 ,边缘 的 梯度 可 由 
边缘 点 的 一 阶 导数 u 表示。 因此 , 怖 要 观察 3/3t(4,)。 如 果 c(。，。) 记 0 上 且 wu(。) 光 滑 , 那 么 微 
分 的 顺序 可 交换 ， 


9 nt ses S| A a ae Fa 
Z u) = 元 (w) = u) |=# ul, +8" © thes 


Par 

Eu, >O. VMMARe H1.=0 H lar K0, CMM PMA, WA 
6.3 所 示 。 则 在 边缘 点 的 邻 域内 ,a/at(rz) 的 符号 与 岁 (xz) 相 反 , 如 果 风 (xs )>>0, 则 边缘 的 坡 
度 随 着 时 间 的 增加 将 降低 ， 相 反 , 若 少 (w)<0, 则 坡度 随时 间 而 增加 ,从 而 图 像 的 边 弧 得 到 增 
强 。 


3K1916 
2x10! 


6.3 阶 跃 边缘 及 其 一 ,二 ,三 阶 导数 


通过 适当 选择 函数 蚊 ，), 吕 获得 理想 的 边缘 增强 Os) 
效果 。 例 如 ， 
gl(us) = C/[1 + (u,/K)'*],a>0,C>0. 
如 图 6.4 所 示 ,存在 与 KX 和 a 相关 的 门限 值 ::, 当 
us <s, 时, 此，) 单 调 增加 , 当 u >s 时 ,$8(。) 单 调 碱 
小 。 因 此 ,平滑 过 程 将 对 图 像 中 灰 度 变化 不 大 的 地 方 
进行 平滑 ,而 对 灰 度 变化 大 的 边缘 具有 增强 作用 。 0 * 


图 6.4 可 进行 边缘 增强 的 函数 多 ADI AR 
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6.3 选择 平滑 方程 


采用 上 述 异 性 扩散 模型 进行 平滑 时 ,图 像 的 边缘 在 尺度 空间 可 以 保持 稳定 ,因此 ,不 需要 
沿 尺 度 因子 逆向 跟踪 边缘 。 但 是 ,该 模型 存在 以 下 两 个 问题 ， 

(1) 假定 图 像 存 在 噪声 ,例如 白 品 声 , 则 在 噪声 点 (zy,y，, 纺 处 ,图 像 的 梯度 YuaCzyyyi) 可 能 
非常 大 ,使 得 平滑 系数 cL(z,y,t) 较 小 ,从 而 将 这 些 噪声 点 保留 下 来 ,降低 了 去 品 性 能 。 

(2) 对 于 方程 (6. 2, 1) , 当 扩 散 系 数 g(5) 二 (1 十 9 )-1 或 g(5) = 二 exp( 一 s) 时 ,方程 是 病态 
的 。 实 际 上 ,为 了 使 得 方程 (6. 2. 1) 的 解 存在 且 唯 一 ,必须 要 求 8(s) 二 sg(s) 为 非 降 函 数 , 如 果 
此 条 件 不 满足 , 则 此 过 程 是 不 稳定 的 。 理 论 上 ,同一 个 初始 条 件 会 产生 多 个 解 ]。 为 此 ,Cat- 
”tle 提出 了 选择 平滑 模型 


uyt? 一 div[g(| G.+ Vu |) Vu] =0, (6.3.1) 


其 中 : 
x(zyy0) 一 zzy)，tE[0,T]。 

这 里 :G.(zyy,t) 如 式 (6.1.1b)。 容 易 看 出 , 它 是 常 系数 热 方程 的 基本 解 。 因 此 ,C,，Vu(zyy， 
ti 表示 常 系数 热 方程 解 在 时 刻 o 的 梯度 。 用 该 项 表示 图 像 x(x,y) 在 (zr,y) 的 梯度 估计 。 由 比 
方程 (6. 2.1) 和 (6. 3.1), 可 看 出 ,用 |G。* Vulx,yyt) | 代替 方程 (6, 2. 1) 中 的 扩散 系数 clr, y, 
=g. || Vulz, yt) 上 ) 可 得 到 方程 (6. 3. 1)。 仅 仅 这 些 变 动 , 就 避免 了 方程 (6. 2. 1) 上 述 两 方 
面 的 不 足 。|G,，Vu(x,y,t) | 褒 示 在 尺度 go 圭 对 边缘 进行 估计 ,然后 使 用 该 信息 来 决定 扩散 
的 程度 ,以 避免 在 边缘 点 过 分 扩散 。 


6.4 退化 扩散 方程 


Cattle 证 明了 选择 平滑 模型 (6. 3. 1)? 的 解 存在 且 叭 一 ,但 是 当 尺 度 因子 "一 0 时 ,模型 并 不 
稳定 29 。 另 外 散 度 算 子 括号 中 包含 梯度 估计 |C,。，Vx| MB BE Vu, 这 使 得 模型 没有 明确 的 几 
何 解 释 。 为 此 ,Alvarez 提出 了 退化 扩散 模型 ， 


Jul x, yt) ‘a 
Suberyit) — 9 |G Vu |) | Vu | div( eee 站 )= 0， (6, 4, Ja) 


其 中 : 
KZzy0) = wTry), tE COT] 
wlr PARRER Rule yt) AERE t HARG 为 高 斯 平滑 核 ;G。， Vu 为 梯度 
iVu| 的 局 部 估计 ;g(s) 为 非 增 实 函 数 , 且 sco 时 ,g&(5*) 赵 向 于 0。 
X g(s)=1/s Ho=0 时 ,得 到 方程 (6.4.1a) 的 一 种 极限 情况 : 


ulr, i) ORE: | Vu 
Mt 一 div( 7e (6. 4, 1b) 


它 也 是 方程 (6, 2. 1) 的 特例 。 该 极限 情况 非常 重要 ,因为 它 的 解 具 有 明显 的 几何 解释 。 实 际 
上 ,该 方程 对 应 下 述 能 基 函 数 的 最 小 化 : 
E(u) = | | Vulx,y) | dzdy。 
设 A 为 具有 光滑 边界 点 集合 ,其 特征 函数 为 w 一 X4 ,那么 E(u) 表示 集合 4 的 周 长 。 演 
化 方程 (6. 4. 1b) 可 解释 为 对 特征 函数 的 边界 进行 平 潮 。 
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而 方程 (6. 4. 14) 中 的 因子 |Vuldiv (| esl HET WOR, Ae AME RA F TAEA 


| Vu | div(ee7)= lee s 


其 中 :5 与 梯度 VV 的 方向 正 交 , 见 图 6.5。 因 此 ,方程 (6. 4. 1a) 表 示 在 方向 5 上 进行 扩散 ,而 在 


梯度 的 方向 上 不 进行 任何 扩散 。 在 直角 坐标 系 下 ,| Vul div (Ty ) 可 分 解 为 ， 
Vu 


| Vu | div( ya )= apt (ule — Duru Us, + ubuy). 


于 是 ,中 =|yuldiv( Tie RAOK PRET A Hy DS RE I a. BEI 
程 在 图 像 的 分 制 中 具有 广泛 的 应 用 。 

方程 (6. 4. La) 中 的 因子 aC [Ge ，Vx1) 朋 于 边缘 的 增强 。 它 控制 着 扩散 的 速度 。 因 
为 G，Yz 表 示 梯 度 图 像 的 高 斯 平滑 ,如 果 梯 度 图 像 在 点 (z,y) 处 的 邻 域内 具有 较 小 的 加 权 
平均 值 , 则 点 (zy) 领 域内 的 灰 度 变化 比较 平缓。 因为 g(s) 为 非 增 函 数 , 所 以 此 处 的 扩散 速度 
比较 强 。 反 之 ,在 图 像 的 边缘 点 上 ,其 樟 度 图 像 的 邻 域内 具有 较 大 的 加 权 平均 值 , 从 而 扩散 吉 


度 较 小 。 所 以 ,退化 扩散 模型 的 解 使 得 图 像 边 缘 得 以 保持 ,而 灰 度 变化 不 大 的 她 方 更 加 
光滑 。 


图 6.5 边缘 点 及 局 部 坐标 图 6.6 轮廓 线 上 的 线条 点 和 角 点 的 局 部 坐标 


当 (z,y) 邻 域内 的 灰 度 变化 较 小 时 ,上 述 扩散 速度 昌 然 较 大 ,但 它 仍然 仅 是 沿 若 与 梯度 正 
交 的 方向 进行 扩散 。 这 样 的 扩散 效率 是 很 低 的 。 在 这 种 情况 下 ,既然 (x,y) 邻 域内 不 包含 图 
像 信 息 { 灰 度 变 化 平 级 ), 完 全 可 以 采用 各 向 同性 的 热 扩 散 方程 方法 。 综 合 上 述 情况 ,得 到 下 述 
非 线性 扩散 方程 ， 
a4 gh | Gp + Vu |)(CL— AC) Vu du AC Vu |) | Vu} div : ve T)= 0， 
u(z,y,0) = u(x,y) 1 € (0,T], (6. 4. 2) 
XB ACs) GHEE BY SE, 时 ,h(《s) 二 1, 此 时 执行 的 是 退化 扩散 方程 , 它 在 与 梯度 
正 交 的 方向 上 扩散 ; 当 SCE, 时 ,hs 一 0, 此 时 模型 为 热 扩 散 方程 , 它 在 各 个 方向 上 进行 相同 
的 扩散 ,这 对 于 去 除 孤 立 只 声 是 很 有 作用 的 。 这 里 ,a 为 大 于 1 的 常数 ,EE, WHR. Alvarez 
证 明了 方程 (6. 4. 2) 是 适 定 的 。 
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6.5 保持 特征 点 的 扩散 模型 


6.5.1 数学 模型 


对 图 像 进行 平滑 时 ,应 该 是 在 去 噪声 的 同时 ,保持 信号 的 特征 。 为 此 ,平滑 应 该 满足 如 下 
两 个 原则 ， 

(1) 平滑 速度 。 在 具有 图 像 特征 的 位 置 上 ,平滑 速度 应 该 降低 。 在 没有 明显 特征 的 地 方 ， 
半 滑 速度 应 该 增加 ， | 

(2) 平滑 方向 。 在 穿 过 图 像 特征 的 方向 上 ,不 应 该 进行 平滑 ,否则 将 使 得 特征 模糊 化 。 在 
沿 图 像 特 征 的 方向 上 ,可 进行 平滑 。 

在 方程 (6, 4. 1a) 中 ,平滑 速度 所 使 用 的 信息 仅 为 梯度 。 具 体 来 说 , 当 RC =l 时 ,退化 扩散 方 
程 沿 与 梯度 正 交 的 方向 进行 扩散 。 其 中 g(s) 为 扩散 速度 ,4 为 扩散 方向 。 对 于 一 维特 征 来 讲 , 如 
线条 边缘 ,此 扩散 方法 可 以 保持 图 像 的 特征 。 如 图 6. 6 中 的 点 a, 与 梯度 正 交 的 方向 即 为 线条 的 
方向 。 沿线 条 方向 进行 扩散 时 ,不 会 造成 点 a 的 模糊 化 。 梯 产 的 模 表示 灰 度 变化 的 快 僵 , 由 于 扩 
散 速度 为 非 增 函 数 ,从 而 由 其 决定 的 扩散 速度 也 是 合理 的 。 但 是 ,对 于 二 维特 征 来 讲 , 如 角 点 , 仅 
靠 梯度 信息 来 决定 扩散 速度 及 方向 显然 是 不 够 的 。 如 图 6.6 中 的 点 5, 若 沿 与 梯度 正 交 的 方向 6 
进行 扩散 , 则 点 5 的 灰 度 必 将 被 轮廓 线 外 的 .方向 上 的 点 的 灰 度 模糊 化 。 而 且 , 随 迭代 次 数 的 增 
加 , 角 点 4 的 信息 将 丧失 掉 。 所 以 ,对 于 角 点 ,不 能 沿 与 梯度 正 交 的 方向 进行 扩散 ， 

在 本 节 的 扩散 方案 中 ,扩散 的 方向 与 退化 扩散 模型 是 相同 的 ,但 是 ,扩散 速度 是 不 同 的 。 
在 线条 点 上 ,扩散 速度 和 退化 扩散 模型 是 相同 的 。 在 角 点 上 ,扩散 速度 将 趋 于 0。 这 样 , 角 点 
灰 度 将 不 会 随 选 代 的 增加 而 发 生 改 变 。 因 此 ,关键 是 能 够 将 线条 点 和 角 点 进行 区 分 开 来 。 为 
此 , 设 G=G, vv 为 高 斯 平滑 后 的 图 像 , |Gy | =vVG 十 G 为 高 斯 平滑 图 像 的 梯度 模 。# 与 V E 
交 。 为 说 明 问 题 ,假设 一 维 函 数 为 x(z) ,经 过 等 间隔 采样 ,采样 间隔 为 ,得 到 N 个 离散 点 wo， 
ty N's 设 当 前 点 为 zi 求解 uj 的 一 阶 导数 和 二 级 导数 ， 通过 中 心 差分 来 逼 

u's = (Mito,5 tos )/ha 
用 同样 的 方式 可 求 出 w+0.5 和 和 WU 10.s sti 的 二 阶 导 数 为 
一 (2! 0.s — u ios) /hh = (ttii F wl —2u;)/h’ , 

二 阶 方向 导数 反映 了 两 侧 点 与 当前 点 的 差异 情况 。 我 们 以 二 阶 方 向 导数 Ge 来 区 分 角 点 
和 线条 点 。 对 于 线条 上 的 点 来 说 ,的 方向 和 线条 方向 是 相同 的 ,因此 ,其 中 心 点 与 两 侧 点 的 
灰 度 差异 不 大 。 而 对 于 角 点 来 说 ,在 方向 上 上 ,其 中 心 点 与 两 侧 点 的 灰 度 差异 比较 大 。 这 可 以 
从 图 6.6 中 点 a 和 点 六 反映 出 来 。 所 以 , 当 |Gee|<A 时 ,点 (zy?) 为 线条 点 。 当 |GCee1> 吕 时 ， 
点 (z,y) 为 角 点 。0<A 一 B。 我 们 将 使 用 梯度 信息 和 方向 扣 上 的 二 阶 导 数 Cu 来 共同 决定 扩 
和 散 速 度 。 具 体 来 说 ,将 原来 的 扩散 速度 g(|Gv | ) 改 进 为 


a: a 
gC Gels [Ow = Toe eT Ge T 


Alvarez 指出 ,这 种 类 型 的 方程 适 定 的 假设 条 件 之 一 为 :函数 COE C'(R RHE XER, 
g(X)>>0,CMCR:,R) 表 示 所 有 一 阶 导数 为 Lipschitz 连续 函数 构成 的 空间 。 为 此 ,可 采用 函数 到 
近 的 方法 来 保证 这 个 条 件 。 具 体 来 说 , 设 1>& 12 0,4 | Ga | >Th+e 时 ,TIGel)=L/s。 当 
\Gee| <The: 时,T(|Gu|) 二 a。 在 |Ge | 二 Th PAM ee 邻 域内 进行 光滑 道 近 。 为 了 保证 扩散 速 


(6,5, 1) 
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度 的 一 阶 导数 Lipschitz 连续 ,只 要 1《1Gs|) 二 阶 可 导 即 可 。 因 此 ,在 区 间 [ Th 一 6 ,Th 十 6] 使 用 
三 次 多 项 式 逼 近 便 可 满足 二 阶 可 导 。 当 e ,& 一 0 t, TO Ge |) 为 幅 值 1/e 的 负 胀 冲 函 数 。 
最 后 得 到 改进 的 扩散 方程 为 
Zt g Ge ly Gu II =k Wu {Aue AC] Vee 1D | Va) div(- vet)= 0, 
u(z.y,0) ze Un (X,Yy), tE OEN (6. 5. 2) 


6.5.2 数值 计算 方法 


(1) 扩散 算 子 的 通 近 。 为 了 计算 退化 扩散 算 于 1Vu1div{ yai ) ,必须 在 离散 网 格 上 进行 


到 近 。 设 当前 点 为 (i, 门 ,网 格 的 角度 及 四 个 方向 如 下 ( 见 图 6.7); 

久 为 0:G 一 1 一 (十 1 7)， 0 X n/A: it 一 1 一 1) 一 人 十 1 十 1)， 

O, H n/2: ij 一 1) 一 (yj 十 1)， 外 为 3r/43 (0 十 1 一 1) 一 (一 1 十 1)。 
以 上 述 四 个 方向 二 阶 导 数 的 线性 组 合 来 通 近 ue = (Hj) (Ly GL s+) 


| Vu | div (Te), W | Vu | div (Te 47) = > fo = 
&)Kazut-'1az)。 其 中 :8 为 上 方向 的 角度 , 它 与 梯度 垂直 。 系 数 GH) 
函数 /(，) 的 定义 域 为 | -TT | EEREN. 


(1, |z| 委 和 ; GLA) (Hij GAD 
oT |x| >F—8.6, 为 小 角度 常数 ， wer miri 
4 4 r 4 
(=) {1z1 一 到 +%) 其 他 。 


Dut! dat 为 上 述 四 个 方向 的 二 阶 导数 ,其 差分 格式 为 
Pu /azt = (m 41°27 [uh G+m jH D a ut ij) tu! (i—m,j—1)]. 
(2) 离散 化 。 梯 度 算 子 Vz 的 离散 化 :对 于 3X3 模板 ,方向 导数 u 和, 的 模板 系数 分 别 
见 表 6.1 和 表 6.2。 其 中 ,A=(24 一 1)/(2 一 22),B=(2 十 4，A)-!,C=A.，B， 
6.1 u AMM MRR 6.2 uw, 方向 的 模板 系数 


拉 普 拉 斯 算 子 Au 的 离散 化 ， 
Aut! Gij) 一 0,5[uttG 十 1.7) 十 atG 一 1 十 ke 十 1) 十 xi 一 1) 
+0. 25[u t (i +1,j+1 十 zt 一 1 一 1) 
put itl, ji) +e G—1,j+1]—3u? Ci7) 


k+l 


u 的 离散 化 ;w =" 8, 为 采样 时 间 轴 上 的 采样 间隔。 
(3) 方程 组 的 求解 。 经 过 上 述 离散 化 过 程 ,方程 (6. 5. 2) 离 散 化 为 


Hil a? ust! 


== gif 1 
ML = gC Ge |, | Ge DLA AC) Wut Dau! +AU Ve DISO- (Gr) 


(6. 5. 3) 
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Hy u R utt 的 过 程 中 ,将 (十 1)6, BT Bl EHA wt Cigf) i=1,2,, N, j 一 1 2 M 按 列 从 
第 一 列 到 最 后 一 列 进行 排列 ,得 到 (NXM})X1 列 向 量 , 设 其 为 x。 其 中 :NN 为 图 像 的 高 度 ,M 
为 图 像 的 宽度 。 设 系数 矩阵 为 A4, 则 4 为 (NXM)X(NXMD 和 矩阵 。 在 (& 十 1)6. BER at! (il 
让) 的 数值 只 与 其 邻 域 的 像素 有 关 , 因 此 ,矩阵 4 为 大 型 稀 玖 矩阵。 其 分 块 矩 阵 形式 为 : 

A, B 0 0 0 0 0 

C AB 0 0 0 0 

0 C A B 0 0 0 


0 0 0 Cr A B; 0 


0 0 © 6 0 Ce Ay 
其 中 每 一 分 块 矩阵 的 大 小 为 RNXM, 而 且 每 行 中 , 它 最 多 有 三 个 元 素 不 为 0。 设 图 像 为 256X 
256 ,数据 类 型 为 double(8 个 字 节 ), 则 矩阵 4 的 存储 空间 需要 (256 X256) X (256 X256)X8， 
大 约 为 32?K; 。 因 此 ,需要 对 和 矩阵 4 BEATERS. HFA PHBATRAA 9 个 元 素 不 为 0, 因此 ， 
每 行 仅 分 配 9x8 个 字 节 。 这 样 , 矩 阵 4 的 大 小 仅 为 4 5M。 常 数 矩 阵 了 号 由 ()6, 时刻 的 图 像 
形成 。 最 后 ,得 到 线性 方程 组 
AX =B, 
Pe FAL Abc aA RE ABE A FS ith ERA BEE FT OR A : 


tol n 
w 1 k 
ait 一 :十 2f- Danar = Daz) + b; |, 
Gij jut j=i 


其 中 ;i 二 1,2,…,n, 为 变量 下 标 ;k 二 0,1,2,… 为 迭代 步 数 ;0 二 w<<1 为 松弛 因子 。 
(4) 计算 流程 见 图 6.8。 


Fe APR o SEE BS, FE 
采样 问 隔 ， 停 止 时 间 7, 切 线 方向 二 
PRUTE MARE IRE, 10 


PRR BRAM T A 


计算 系数 矩阵 4 和 着 的 
(a;, DAD) 


图 6,8 计算 流程 
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6.6 实验 结果 和 分 析 


指纹 作为 一 种 独特 的 个 人 生理 特征 , 越 来 越 受 到 广泛 重视 。 许 多 场合 ,如 刑事 证 据 , 在 线 
身份 验证 ,都 需要 对 指纹 进行 比 对 ,这 就 需要 有 指纹 分 类 ,特征 提取 、 匹 配 等 技术 。 但 是 ,获取 
的 指纹 图 像 往往 可 能 受到 各 种 噪声 源 的 干扰 ,如 传感器 噪声 、 指 纹 本 身受 到 污染 等 ,影响 到 图 
像 的 后 续 人 处 理 。 所 以 有 必要 对 获取 的 指纹 图 像 进行 适当 的 降 噪 等 预 处 理 。 但 是 ,在 平滑 降 品 
领域 一 直 存 在 一 个 棘手 的 问题 , 即 平滑 和 保 边 界 保 细节 的 矛盾 。 本 文采 用 了 基于 偏 微分 方程 
的 图 像 平 滑 方 法 对 指纹 图 像 进 行 降 曲 处 理 , 并 给 出 了 比较 结果 。 在 计算 Alvarez 模型 和 第 6,5 
节 改 进 算法 的 过 程 中 , 取 相 同 的 参数 :演化 时 间 上 为 5, 高 斯 窗 5=1, 退 化 扩散 门限 OE, =2, A= 
1 ,曲率 门限 OT, =4., 

显然 ,采用 3X3 模板 的 中 值 滤 波 结果 ( 见 图 6.9(b)) 中 ,残留 了 相当 大 的 背景 噪声 。 同 
时 ,如 果 维 纳 滤波 算法 中 的 局 部 邻 域 大 小 取 3X3, 结 果 也 同样 是 残留 了 很 大 的 噪声 。 但 是 ,如 
果 这 两 种 算法 采用 5X5 的 模板 , 则 结果 如 图 6.9 中 的 (c) 和 (d) 所 示 , 纹 理 被 模糊 了 。Alvarez 
模型 的 平滑 结果 中 ,背景 噪声 几乎 全 部 滤 去 ,比较 平 直 的 线条 也 保留 得 很 好 ,但 是 很 多 曲率 较 
大 的 边缘 点 被 模糊 了 ,而 改进 算法 的 结果 则 显然 兼顾 了 降 噪 和 保留 边界 ,效果 比较 邻 人 满意 。 


(a) (b) (c) 
(d) (e) (f) 


图 6,9 几 种 指纹 预 处 理 结果 的 比较 
(a) 带 品 指 纹 原 图 ;!(b) 采用 3X3 模板 的 中 值 滤波 结果 # 
(c) 采用 5x5 模板 的 中 值 滤波 结果 ;(d) 维 纳 滤波 结果 ,其 中 局 部 邻 城 大 小 为 5X5; 
(e) Alvarez 模型 的 平滑 结果 ;( 人 改进 算法 平滑 结果 

对 于 指纹 分 类 ,指纹 识别 等 的 处 理 ,希望 指纹 图 像 中 的 肴 清晰 ,与 两 侧 的 谷 部 分 有 较 大 的 
灰 度 差 ( 见 图 6. 10(a)) 。 如 果 纹 理 被 模糊 了 , 则 灰 度 差 减 小 ( 见 图 6. 10(b)) ,或 者 有 随机 点 品 

声 的 干扰 , 则 灰 度 图 上 产生 毛刺 ( 见 图 6. 10(c) ) ,不 利于 正确 的 识别 。 
为 了 检验 各 种 算法 的 降 品 效果 ,图 6.11 的 (a) 组 (b) 组 分 别 对 应 图 6.9 中 y 坐标 128 和 
220 处 的 灰 度 变化 曲线 。 显 然 , 在 y 为 128 的 横 截 线 上 ,由 于 没有 大 曲率 点 ,纹理 本 身 也 很 清 
晰 ,所 以 几 种 滤波 结果 相差 不 很 悬殊 ,当然 还 是 容易 看 出 有 差异 ,比如 在 工 坐 标 为 150 的 地 方 ， 
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/Vivo 


图 6.10 指纹 模 截 线 上 局 部 灰 度 变化 示意 图 
ÉE y H 220 的 横 截 线 上 ,很 明显 看 出 改进 算法 的 效果 。 首 先是 曲线 的 中 间 部 分 (对 应 于 原 指纹 
图 像 的 纹理 部 分 ), 几 种 对 比 算法 的 结果 中 ,波峰 波 谷 很 明显 被 前 掉 了 很 多 ,其 次 左右 两 侧 ( 对 
应 于 原 图 的 背景 部 分 ) 仍 然 存 在 较 多 的 背景 噪声 。 


图 6.11 BRB RRR RRR 
(a) 组 对 应 y= 128) (b> 组 对 应 y=220, 人 欠 上 到 下 依次 对 应 以 下 
四 种 计算 结果 ;采用 5X5 模板 的 中 值 滤波 结果 ! 维 纳 滤波 结果 ,其 中 
局 部 邻 域 大 小 为 5X5; Alvarez 模型 的 计算 结果 ;改进 算法 的 计算 结果 
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第 7 章 几何 曲线 演化 和 水 平 集 方法 


水 平 集 方法 是 一 种 新 颖 的 求解 几何 曲线 演化 的 方法 , 它 以 一 种 隐 含 的 方式 来 表达 平面 闭 
合 曲线 或 者 立体 闭合 曲面 ,从 而 避免 了 对 闭合 曲线 演化 过 程 中 的 跟踪 ,将 曲线 演化 转化 成 一 个 
纯粹 的 求 偏 微分 方程 数值 解 问题 。 另 外 ,如 前 所 述 ,水 平 集 方 法 应 用 于 几何 曲线 演化 时 ,避免 
了 演化 曲线 的 参数 化 过 程 ,这 样 ,曲线 的 拓扑 结构 的 变化 , 即 分 裂 或 合并 ,就 变 得 非常 自然 ,这 
种 特点 是 基于 参数 的 曲线 变形 模型 所 不 具有 的 。 因 此 ,近年 来 ,水 平 集 方法 逐渐 成 为 研究 的 热 
点 ,并 被 应 用 于 图 像 分 割 0- .图像 平滑 中 ,运动 分 割 以 及 运动 目标 跟踪 所 名 ,甚至 立体 视觉 和 
图 像 的 修复 '"。 本 章 将 从 几 个 方面 讨论 水 平 集 方法 。 首 先 ,介绍 几何 曲线 演化 理论 ,作为 基于 
几何 曲线 演化 模型 图 像 分 割 的 基础 ,并 引出 水 平 集 方法 ;其 次 ,详细 介绍 水 平 集 理 论 , 并 给 出 水 
平 集 方法 的 数值 计算 方法 ;为 了 使 得 水 平 集 方法 能 更 好 地 应 用 于 图 像 处 理 的 各 个 领域 ,本 章 还 
讨论 了 水 平 集 函 数 演化 的 快速 方法 ,以 及 在 实现 水 平 集 方法 时 的 一 些 特殊 问题 ,包括 符号 距离 
函数 的 快速 计算 ,扩展 速度 场 的 构造 ,以 及 演化 时 间 间 隔 的 选择 等 ;本 章 还 讨论 了 几 种 加 快 水 
平 集 方法 计算 速度 并 提高 计算 稳定 性 的 方法 ,并 给 出 了 实验 比较 。 另 外 ,本 章 将 阅 述 基于 
Mumford-Shah 模 地 的 图 像 分 割 方 法 ,并 提出 一 种 改进 的 具有 全 局 优化 特点 的 活动 轮廓 线 分 
割 方法 。 


7.1 曲线 演化 理论 和 图 像 分 割 


7.1.1 曲线 演化 理论 


本 章 所 研究 的 曲线 演化 对 象 仅 限于 简单 闭合 曲线 , 即 图 7. 1(a) 所 示 没 有 交叉 的 曲线 。 
描述 曲线 儿 何 特征 的 两 个 重要 参数 是 单位 法 
泉 和 曲率 ,单位 法 矢 描 述 曲 线 的 方向 ,而 曲率 则 描 
述 曲线 弯曲 的 程度 。 曲 线 演 化 理论 就 是 仅 利用 曲 
线 的 单位 法 矢 和 曲率 等 几何 参数 来 研究 曲线 随时 
闻 的 变形 ,而 在 参数 曲线 演化 模型 中 ,曲线 演化 依 
(a) (b) 赖 的 是 任意 参数 化 曲线 的 导数 ,假设 演化 曲线 为 
Cip = [rip t) yp D] SBM p 是 任意 参数 
(a) ee ea 化 变量 ,而 t 是 时 间 。 设 曲线 的 内 向 单位 法 向 量 为 
和 ,曲率 为 &, 则 曲线 沿 其 单位 法 矢 方向 的 演化 过 

程 可 以 用 如 下 偏 微分 方程 表示 : 


aC _ V(k)N (7.1.1) 
At 


上 式 中 的 V(k) 是 速度 函数 ,决定 曲线 上 每 点 的 演化 速度 ,如 图 7. 2 中 的 箭头 所 示 为 曲线 的 单 
位 法 矢 , 曲 线 的 演化 就 没 着 单位 法 矢 的 方向 。 要 指出 的 是 , 沿 任意 方向 运动 的 曲线 总 是 可 以 重 
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新 参数 化 为 方程 (7.1. 1) AI SR) ,因为 曲线 的 切线 方向 的 
变形 仅仅 影响 曲线 的 参数 化 ,不 会 改变 其 形状 和 几何 属性 。 

研究 中 最 常用 的 是 曲率 演化 和 常量 演化 。 昌 率 演 化 由 
如 下 几何 热力 学 方程 描述 : 


ae 所 akN (7.1. 2) 


AP a 是正 值 常数 ;k 是 曲线 的 曲率 ,可 以 证 明 中 ,任意 形 
状 的 简单 闭合 曲线 ,在 上 述 偏 微分 方程 的 驱动 下 ,将 会 逐渐 
变 平 滑 ,并 逐渐 收缩 成 一 个 圆 点 ,如 图 7. 3 所 示 。 图 7. 3(a) 是 初始 闭合 曲线 ,图 7.3(b) Ce), 
(d) 是 图 (a) 的 曲线 在 曲率 演化 方程 下 的 变形 过 程 ,曲线 逐渐 收缩 平滑 ,并 最 后 收缩 成 一 个 点 。 
曲率 演化 与 参数 化 变形 模型 中 的 弹性 内 力 的 变形 效果 非常 相似 ， 
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图 7.3 曲线 的 曲率 演化 过 程 
常量 演化 方程 如 下 式 所 示 : 


CfA) 


K 


图 7.2 曲线 演化 示意 


ac 
at 
上 式 中 的 Ye Fe PRE M R TR A aR FAH) BK) ABR E APB BB E R P G E 
力 对 曲线 具有 相同 的 变形 效果 。 图 7. 4 就 是 曲线 的 常量 演化 过 程 (收缩 演化 )。 图 7. 4(a) 是 
原始 曲线 ,图 ?7.4(b)、(c)、(d) 是 曲线 的 常量 演化 阶段 图 像 , 可 以 看 到 ,常量 演化 会 导致 曲线 出 
现 尖 角 , 并 可 能 出 现 拓 扑 结 构 的 变化 (分 裂 或 合并 )。 
曲率 变形 与 常量 变形 的 变形 特性 刚好 相反 ,曲率 变形 消除 曲线 的 角 点 并 使 曲线 变 光 滑 ,而 
常数 变形 则 使 曲线 产生 角 点 。 


me H&K fs 


图 7.4 PAA RH N HO Et CV, = 1) 


7.1.2 几何 曲线 变形 和 图 像 分 割 


本 节 讨 论 如 何 将 几何 曲线 变形 模型 应 用 于 图 像 的 分 割 中 。 为 此 , 先 介绍 测 地 轮廓 线 的 概 
ale 。 

考察 图 7. 5(a) 中 位 于 图 像 了 中 的 A、B 两 点 之 间 的 距离 定义 。 我 们 知道 ,点 A 和 B 之 间 
的 艇 短 欧 氏 距 商 是 线段 上 ww 的 长 度 , 即 A、B 两 点 之 间 的 直线 距离 。 然 而 ,假设 我 们 认为 图 像 ! 


= VeN (7. 1. 3) 
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中 的 灰色 区 域 是 高 原 ,而 白色 区 域 是 平原 ,如 果 一 个 从 A 走 到 B, 则 A 和 B 之 间 的 最 短 长 度 就 
不 再 是 La 的 长 度 了 ,而 是 图 中 曲线 GC 的 长 度 。 显 然 , 如 果 我 们 考虑 图 像 的 某 种 特征 作为 
图 像 中 两 点 之 间 长 度 的 加 权 , 则 这 两 点 之 间 的 最 短 距离 将 不 再 是 欧 氏 距离 。 这 里 的 距离 ,引用 
测 地 学 术语 , 称 为 测 地 距离 。 更 精确 的 数学 定义 如 下 。 


(b) 


图 7.5 测 地 距离 和 边界 检测 
Ca) 几何 距离 和 测 地 距离 ;(b) 轮廓 线 的 几何 最 短 长 度 和 测 地 最 短 长 度 


设 g( 站 为 定义 于 图 像 1: [0,a]X[L0,65] 一 + 中 的 某 种 属性 函数 ,A、B 是 图 像 1 中 任意 两 
点 ,CAa (p): L01] >R 为 连接 A MB 点 之 间 的 任意 连续 曲线 , 则 Cns 的 欧 氏 几何 长 度 


L(Cas) = | ds = | | C'as Cp) | dps (7,1. 4) 
上 式 中 的 ds KRMK. MEX Cu 关于 属性 函数 &CD 的 测 地 距离 
GL (Cus) = |，s[rce)]d á | .srcw)] | Cas (p) | dp, (7.1.5) 
则 定义 点 A 和 8B 之 间 的 测 地 距离 是 满足 
GCu = arg minGL (Cw) (7.1.6) 


的 连接 A.B 两 点 的 曲线 GCCw 的 长 度 。 显 然 ,GCw 是 连接 A 和 B 两 点 中 测 地 长 度 最 短 的 曲 
线 ， 

按照 上 述 定义 ,针对 图 7.5(a) BE g(D=1/(e 十 D3,e>0 为 一 个 小 值 , 则 点 A 和 B 之 间 
的 测 地 距离 就 是 图 中 曲线 GC 的 测 地 长 度 。 

下 面 我 们 考虑 闭合 曲线 CC(p)《 比 如 图 7.5Cb) 中 的 曲线 Cw) 试 图 分 别 按照 减 小 其 几何 长 
度 和 基于 g(D) 的 测 地 长 度 的 方式 缩短 ,考虑 CC(p) 变 化 的 形式 。 则 此 时 CCp) 的 几何 长 度 


L(C) = fas =f | Cp) | dp, 7.1.) 
J, 
基于 gC) AIW h KE 
GL (C) = be l1(C) Ids = pal] | C’(p) | dp. (7.1.8) 


C(p) 按 照 两 种 长 度 度量 方式 缩短 ,也 就 是 最 小 化 式 (7.1.7) 和 (7, 1. 8) ,利用 变 分 法 ,可 得 
上 两 式 的 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 如 下 : 


aC 
= =— ‘ (7.1.9) 
at ls 


£- {gl (ICC) Jk —Vigl1(C)] + NIN, (7, 1.10) 
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式 中 :&k 为 C(p) 的 曲率 ;N 为 内 向 单位 法 矢 。 

遵照 方程 (7.1.9), 闭 合 曲线 C(p) 将 以 最 快 的 速度 缩短 其 欧 氏 几何 长 度 LL(C) ,比较 式 
《7.1.9) 和 (7.1.2) 可 知 , 式 (7.1.9) 其 实 就 是 几何 曲率 变形 方程 ,曲线 C(p) 将 逐渐 收缩 成 一 个 
点 。 图 7.5(b) 中 的 点 户 就 是 Ciu 缩 短 到 最 短 见 何 长 度 的 形状 ， 

而 遵照 方程 (7.1. 10),CGz) 将 以 最 快 的 速度 缩短 其 基于 属性 函数 g( 了 的 测 地 长 度 。 然 
而 ,C(p) 缩 短 到 最 小 测 地 长 度 时 的 形状 ,就 不 一 定 是 一 个 点 了 ,而 和 属性 函数 e DHARA 
直接 的 关系 。 由 于 g( 了 ) 是 图 像 数据 的 消 数 ,因此 ,我 们 可 以 设计 g(7) 的 特征 ,从 而 可 以 控制 
曲线 C(p) 演 化 ,以 从 图 像 中 分 割 出 我 们 所 需要 的 信息 。 比 如 图 7. 5(b) 中 ,如 果 要 检测 灰色 区 
域 和 白色 区 域 的 边界 ,可 以 设计 属性 咀 数 ,使 其 在 图 像 的 边界 位 置 为 零 , 其 他 位 置 则 是 较 大 的 
正 值 。 比 如 ,我 们 采用 如 下 属性 函数 5 


ac 1 
all(es9)] = 1 十 |VJCzyy) [°° 


该 函数 在 图 像 的 边界 有 极 小 值 , 在 其 他 位 置 都 有 较 大 的 正 值 。 通 过 上 述 属性 珊 数 ,我们 就 可 以 
控制 闭合 曲线 C(p) 逐 渐 演 化 成 位 于 边界 的 曲线 C6。 ,这 样 ,就 完成 了 图 像 的 分 割 。 

因此 ,应 几 儿 何 曲线 演化 模 境 进行 图 像 分 市 的 基本 思想 就 是 耦合 图 像 数 据 和 曲线 的 民 形 
速度 (可 以 使 用 曲率 变形 或 常量 变形 ) ,使 得 曲线 演化 停止 在 目标 的 边缘 位 置 , 演 化 过 程 通过 水 
平 集 方法 来 实现 。 因 此 ,对 于 几何 变形 模型 的 绝 大 多 数 研 究 都 集中 在 如 何 设计 演化 的 速度 函 
数 Vtk)。 曲 线 演化 方程 (7. 1. 1)、(7. 1.2) (7.1.3) 和 (7. 1.10) 等 的 求解 是 和 水 平 集 方 法 结合 
起 来 的 ,与 许多 参数 变形 模型 相 比 , 用 水 平 集 方法 解 几 何 变形 模型 有 不 少 优点 。 


ci ae D) 


7.2 水 平 集 方法 概述 


我 们 讨论 了 用 于 图 像 分 割 的 几何 活动 轮廓 线 模 型 ,该 模型 的 最 大 特点 惰 不 依赖 于 活动 轮 
廓 线 的 参数 化 方式 ,因此 可 以 很 自然 地 处 理 曲线 的 拓扑 结构 的 变化 。 不 过 ,这 些 特 征 都 是 和 水 
平 集 理 论 分 不 开 的 ,可 以 说 ,几何 活动 轮廓 线 模 型 和 水 平 集 方法 是 相辅相成 的 。 虽 然 我 们 也 可 
以 用 参数 化 方法 来 表达 几何 活动 轮廓 线 , 然 而 用 参数 化 方式 计算 曲线 的 曲率 和 法 问 矢 量 更 如 
麻烦 ,并且 仍然 需要 处 理 拓扑 结构 变化 时 重新 参数 化 拓扑 结构 变换 后 的 曲线 ,因此 ,需要 更 加 
自然 地 处 理 曲 线 的 几何 参数 的 计算 方法 ,而 水 平 集 方法 正好 满足 这 些 要 求 ， 

水 平 集 方 法 (Level Set method) 最 初 由 Osher 和 Sethian 提出 Per ,用 于 解决 遵循 热 
力学 方程 下 火苗 外 形 的 变化 过 程 1 ,这 是 由 于 火苗 外 形 的 高 动态 性 和 拓扑 结构 变化 的 随意 
性 ,用 参数 化 的 曲线 或 曲面 来 描述 火苗 的 这 种 变化 显然 是 非常 费力 的 。 

平面 闭合 曲线 被 水 平 集 方法 隐 含 地 表达 为 三 维 连续 函数 曲面 & zy) 的 一 个 具有 相同 函 
数值 的 同 值 曲线 ,通常 是 {$==0} , 称 为 零 水 平 集 ,而 由 x,y) 则 称 为 水 平 集 敬 数 。 图 7,6 说 明了 
水 平 集 函数 表达 闭合 曲线 的 方式 ,其 中 图 7. 6(a) 是 一 条 平面 闭合 曲线 ,图 7. 6(b) 是 其 水 平 集 
函数 的 隐 含 表达 ,图 中 的 黑 线 就 是 隐 含 为 水 平 集 的 平面 曲线 。 

水 平 集 方 法 处 理 平面 曲线 的 演化 问题 不 是 试图 去 跟踪 演化 后 的 曲线 位 置 ,而 是 遵循 一 定 
的 规律 ,在 二 维 固定 坐标 条 中 不 断 更 新 水 平 集 函 教 ,从 而 达到 演化 隐 含 在 水 平 集 项 数 中 的 闭 人 台 
曲线 的 目的 。 这 种 演化 曲线 方式 的 最 大 特点 是 :即使 隐 含 在 水 平 集 郴 数 中 的 闭合 曲线 发 生 了 了 
拓扑 结构 变化 (合并 或 分 裂 ) ,水 平 集 函数 仍 保持 为 一 个 有 效 的 函数 。 如 图 ?, 6(c)、(d) 所 示 ， 
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(c) (d) 


图 7.6 基于 水 平 集 方法 的 曲线 演化 示意 图 
(a) 平面 曲线 ;(b) 水 平 集 函数 的 隐 含 表达 ; 

Ce) 水 平 集 函 数 的 演化 ;(d) 曲线 拓扑 结构 发 生变 化 
其 中 图 7. 6(c) 是 水 平 集 函数 更 新 后 其 零 水 平 集 曲线 的 形状 ,而 图 7.6(d) 中 的 零 水 平 集 曲 线 
已 经 分 裂 为 两 条 。 

下 面 首先 简要 说 明 水 平 集 理论 的 数学 表达 及 其 和 几何 变形 模型 的 关系 ,再 介绍 水 平 集 方 

法 的 数值 计算 方法 ,随后 讨论 水 平 集 方 法 实现 中 的 一 些 问题 ,其 中 ,讨论 了 如 何 加 快 水 平 集 方 
法 的 计算 速度 ,以 及 增强 计算 稳定 性 的 问题 。 


7.3 水 平 集 理 论 
设 连续 函数 PCr, yt): XR HR BAHAR Cpt) : O<p<1 在 上 时 刻 的 隐 含 表 


C(p,0) = {(x,y) | $C, y0) = 0}, 


Clpst) = (Czy) | gzyyi) = 0}. seis 
我 们 的 目的 就 是 要 使 水 平 集 函 数 Cr, ys) PEA RL HB 的 零 水 平 集 的 平面 闭合 曲线 
PEC) t] = 0 (7. 3, 2) 
始终 满足 曲线 演化 的 偏 微分 方程 (7. 1. 1), 即 2 一 V(A)N。 对 方程 (7. 3. 2) 求 全 微分 ,得 
ac ， ag 
W'S oa. = 0; (7, 3.3) 


ship. Ve fee AY BBE 
设 :是 闭合 曲线 C 的 弧 长 参数 ,根据 水 平 集 函 数 的 定义 ,$ 沿 着 曲线 C 的 方向 的 变化 量 为 
SB) $,=0—b.2,+%,y,=(V9,C,). MVE 就 垂直 于 闭合 曲线 CG 的 切线 C,; 因 此 ,V# 和 C 
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HAREK., BITER SC 内 部 的 部 分 为 负 , 外 部 部 分 为 正 , 则 水 平 集 C 的 内 向 单位 法 
向 量 就 是 


N = 一 上 (7.3.4) 
将 式 (7.1. 1) 和 式 (7. 3.4) 代 入 式 (7. 3. 3) ,可 得 


, == VE VON = We VOD YE = V(k) | V$ |, 


整理 后 ,可 得 


ap 
3 = Vk) | VEL. (7.3.5) 


这 样 ,给 定 几 何 活动 轮廓 线 演化 偏向 分 方程 (7, 11D BBE KE RK 加 (zyy) t HCCI = 
0 ,方程 (7.3.5) 可 以 保证 水 平 集 丽 数 $Cz,y ,随时 间 的 演化 满足 ($CECp,2) ,各 = 二 0} 的 条 件 ， 
即 上 的 零 水 平 集 始终 是 活动 轮 廊 线 CCp,t) ,上述 方程 称 为 曲线 演化 方程 (7, 1, 1) 的 欧 氏 表达 。 
方程 (7. 3.5) 是 一 种 Hamilton-Jacobi 类 型 的 偏 微 分 方程 1。 
从 上 述 方 程 (7, 3, 5) ,可 以 很 方便 地 计算 出 CCp, 四 的 曲率 
t — 2$ Pay + PP 
人 vee Pe (7, 3. 8) 

水 平 集 方法 实现 活动 轮廓 线 演化 具有 如 下 优点 : 

,首先 ,只 要 速度 函数 V(k) 是 平滑 的 , 则 水 平 集 函 数 A, yD AER RITA A RRR 
而 ,$(z,y,t) 的 水 平 集 , 即 演化 曲线 C 可 以 随 着 % 的 演化 很 自然 地 改变 其 拓扑 结构 ,可 以 分 裂 、 
合并 .形成 尖 角 等 。 这 可 以 从 图 7. 6(c) 和 (由 看 出 。$ 所 表达 的 闭合 曲线 C 由 图 (c) 中 的 一 个 
闭合 曲线 变 为 图 (d) 中 的 两 个 闭合 曲线 ,拓扑 结构 变 了 ,水 平 集 函 数 却 仍 然 保持 为 一 个 郴 数 。 

。 因 为 &%zyyyt) 演 化 时 始终 保持 为 函数 ,因此 很 容易 实现 数值 近似 算法 ,可 以 利用 离散 
网 格 结构 的 有 限 差分 方法 来 很 容易 实现 函数 PCa, yat) AI WAE o 

+ 曲线 C 内 在 的 几何 特征 ,比如 内 向 单位 法 和 和 曲率 等 ,可 以 利用 式 (7. 3.4) 和 (7. 3.6) 
直接 由 $Czr,y,t) 计 算出 来 。 

, 水 平 集 方法 很 容易 扩展 到 高 维 情况 ,比如 可 以 很 方便 地 扩展 到 三 维 闭合 曲面 的 演化 ,这 
对 于 三 维 图 像 的 分 割 是 非常 有 用 的 。 

具体 实现 水 平 集 方 法 时 ,还 需要 考虑 如 下 几 个 问题 ， 

(1) 水 平 集 函 数 风 的 选择 。 通 常 取出 初始 闭合 曲线 Co 生成 的 符号 距离 函数 (Signed Dis- 
tance Function) ,j@>9 SDF, i ¢(x,t=0).xER 是 SDF, W 

(x,t = 0) =+ d(x), l (7.3.7) 
式 中 :d(x) 是 点 x 到 初始 曲线 C(t 二 0) 的 距离 ,其 符号 根据 点 x 在 闭合 曲线 C(t 二 0) 的 内 外 部 
而 定 , 如 果 x 位 于 C(t 二 0) 的 内 部 , 则 取 正 号 (或 负 号 ), 反 之 取 负 号 (或 正 号 ), 对 于 任意 曲线 ， 
其 符号 工 离 函数 的 计算 量 比较 大 ,因此 ,如 何 快速 计算 稳定 的 任意 曲线 的 SDF, 对 于 提高 水 平 
集 方法 的 效率 和 稳定 性 非常 重要 。 后 而 我 们 还 要 具体 讨论 如 何 快速 计算 SDF 的 问题 。 

(2) 因为 演化 方程 (7. 3, 5) 仅 仅 从 零 水 平 集 推导 而 来 ,一 般 速度 函数 V(k) 只 在 零 水 平 集 
定义 ,其 他 水 平 集 没 有 定义 ,不 过 ,单位 法 和 撩 和 曲率 在 所 有 的 水 平 集 都 有 定义 ,因此 ,演化 # 时 ， 
需要 -种 方法 将 V(A) 推 广 到 所 有 的 水 平 集 , 变 为 扩展 的 速度 场 Yee (k)， 比 如 ,由 图 像 的 边缘 
信息 所 定义 的 边缘 力 , 只 是 在 零 水 平 集 才 有 定义 ,因此 需要 将 零 水 平 集 的 图 像 力 扩展 到 少 的 整 
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个 定义 域 。 然 而 ,许多 扩展 速度 场 的 方法 常常 导致 水 平 集 函数 $$ 不 再 保持 为 SDF ,从 而 引起 
单位 法 矢 和 曲率 计算 的 误差 。 因 此 ,如 何 选择 合适 的 方法 扩展 速记 场 , 也 是 实现 水 平 集 方法 时 
需要 仔细 考虑 的 问题 ， 

(3) 在 几何 活动 轮廓 线 的 实际 应 用 中 ,常常 利用 常量 演化 对 活动 轮 廊 线 产生 大 只 庶 的 变 
形 作用 。 然 而 ,常量 演化 可 能 使 平滑 的 水 平 集 函 数 产生 尖 角 ,一 旦 形成 尖 角 ,对 进一步 的 演 
化 就 不 确定 了 ,因为 在 尖 角 位 置 ,单位 法 矢 的 方向 是 不 确定 的 。 如 何 正确 处 理 常量 演化 所 导致 
的 水 平 集 晒 数 育 异 性 的 问题 ,也 是 实现 水 平 集 蚌 数 必须 考虑 的 。 

利用 水 平 集 表 达 方 法 ,很 容易 将 基于 几何 活动 模型 的 演化 方程 表达 为 水 平 集 的 形式 : 
几何 活动 轮廓 线 方程 


Ë L dam (k +Vo) | V$ |， (7.3.8) 


测 地 活动 轮廓 线 方程 


f L gle + eak) | VÉ |+ Vg + Vé; (7.3.9) 


测 地 活动 区 城 方程 


a = alog(2*)| V$ | 十 (1 一 oa)[gCc tek) | V$ |+Vg » V$]. (7.3.10) 


7.4 水 平 集 方 法 的 数值 计算 


为 了 利用 水 平 集 方法 实现 曲线 演化 ,有 必要 采用 适当 的 数值 计算 方法 。 水 平 集 方法 的 数 
值 计算 实现 的 关键 是 如 何 户 效 稳定 地 将 定义 于 连续 空间 的 偏 微分 方程 (7. 3.5) 以 离散 形式 表 
达 出 来 。 

由 于 水 平 集 函 数 在 演化 过 程 中 始终 保持 为 一 个 函数 ,因此 ,我 们 可 以 用 离散 网 格 来 表达 水 
ERE RC 上 x,y,t)。 设 离散 网 格 的 问 隔 为 h, 且 在 n 时 刻 , 结 点 详 处 的 水 平 集 函 数 为 几 , 则 
加 二 8(ih,jh,nAt)。 这 里 的 At 是 时 间 步 长 , 则 方程 (7. 3. 5) 可 以 离散 化 为 


入 一 名 ys; | ahy 1=0, (7.4.1) 


AP: Vi Rn 时 刻 扩展 速度 函数 Ve 位 于 网 格 点 iy Abiti. BHR, ER Arye) 
的 有 限 数 值 差 分 Ay 红 必须 采取 适当 的 形式 ,以 避免 常量 演化 中 导致 的 水 平 集 函 数 奇 异性 何 
Bl, 论文 [11J[14j] 详 细 讨 论 了 类 似 于 方程 (7. 3. 5) 这 种 Hamilton-Jacobi 类 型 的 偏 微分 方程 的 
数值 解 问题 ,正确 处 理 此 问题 必须 基于 波 前 传播 的 “ 焕 守 恒 ” 理 论 "。 可 以 如 此 理解 烂 守恒 的 
意义 ;很 设 演化 的 闭合 轮廓 线 是 正在 纸 上 传 播 的 火焰 , 则 一 旦 某 个 位 置 被 焰 苗 伐 过 , 则 该 位 置 
将 一 直 保持 烧 过 状态 ,不 可 能 再 次 被 燃烧 ,反映 在 曲线 的 传播 上 ,就 是 曲线 不 会 同时 两 次 经 过 
平面 上 一 点 ,如 图 7.7 所 示 的 波 前 传播 过 程 , 图 7.7(a) 是 不 适当 的 解 , 而 图 T. 7b) EW EA SF 
恒 的 解 。 焙 守恒 原理 应 用 在 偏 微分 方程 的 求解 上 ,就 是 偏 微分 方程 的 迟滞 解 方法 。 
为 了 介绍 方程 (7.3.5) 的 迟滞 解 方法 ,首先 引 人 如 下 符号 代表 对 上 的 有 限 差 分 算 子 

Dj = Pij — Prasy ‚DI = bps — $1D = (Paty — $1,,)/25 

Di} = $i; = $j Dy = ee = $; »D?, = Chai —$,,)/2. 
方程 (7. 3.5) 可 以 重 写 为 
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thi 


图 7.7 | (Be Pe a AY A sT E 
Ca) 燕尾 形 解 !(b) Hii oF HEL 
?, + H(¢,,%,) = 0, (7,4, 2) 
这 样 的 方程 称 为 Hamilton-Jacobi FE, H(，) 称 为 哈 米 顿 算 子 , 论 文中 1 给 出 了 上 述 方程 的 满 
ERTER KMAR, ,本文 在 此 罗列 其 一 阶 近似 解 。 对 于 图 像 分 割 应 用 ,方程 (7.3.5) 
的 速度 函数 常常 可 以 写成 


V = Veo t Vorn F Vaes (7. 4. 3) 
AP V prop = Vo Fe AS MED” TE BE (ACEI) iV ou = — ek 是 曲率 速度 ;Vw 二 U(xz,y,t)，N 是 水 
平 对 流速 度 , 则 方程 (7.3.5) 的 近似 解 为 
grt) =p, 十 At( 一 [max(V。 ,0) V*+ min(V,, 0) V~] 
一 [max(zx ,0) Ds + min(us ,0) D=] 
— [max(vj ,0) Dj” + min(vj ,0) Dj” J 
+ ek,,,[(D%%)? + (Ds)? ]"*}, (7.4.5) 
式 中 : 
V+ = [max(Dz,0)2 + min(D7# ,0)? + max( D73 ,0)* + min( Dj} ,0)? J”, 
V~ = [min(Dz ,0)* + max( Df ,0)* + min( D7} ,0)? + max( D} ,0)? ]'". 
3 Fh BE 4) Ty EH A PRE 4D HH ( Upwind Finite Difference) , 
通过 式 (7. 4. 5) ,就 可 以 利用 迭代 法 来 不 断 更 新 水 平 集 函 数 , 更 新 完成 后 ,利用 轮廓 检测 方 
法 ,提取 更 新 后 的 水 平 集 函 数 的 零 水 平 集 , 即 可 得 更 新 后 的 闭合 活动 轮廓 线 。 另 外 ,闭合 活动 
轮廓 线 的 曲率 可 以 直接 采用 中 值 差分 方法 来 数值 计算 , 即 采 用 Do 和 D8# 来 近似 ;而 内 向 单位 
ERA LKR ERITH: 


++ + ~* +y 
Ha a ChA) _ (Dj? , Di?) (Dy* »D¥?) 
VEFE DEN + (DP)! SCD)? + (DPY 
DE Di) _ jE i (7.4.6) 
VDF + (Dy)! 4DF + DPF 
然后 ， 
a (7. 4.7) 
| ng | 


7.5 水 平 集 函 数 演化 的 快速 算法 


直接 根据 上 一 节 的 数值 方法 计算 水 平 集 函 数 的 演化 ,需要 对 整个 图 像 定 义 城中 的 所 有 点 
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的 水 平 集 函 数值 进行 更 新 ,这 种 方式 的 计算 量 很 大 ,特别 是 在 图 像 比 较 大 的 情况 下 。 其 实 ,我 
们 仅仅 关心 水 平 集 函 数 的 零 水 平 集 的 演化 过 程 ,因此 ,如 果 对 整个 水 平 集 函 数 都 更 新 ,显然 有 
许多 计算 都 是 不 需要 的 。 这 里 ,我 们 讨论 两 种 快速 演化 水 平 集 方法 的 数值 计算 方法 :窄带 法 
(Narrow Band) 109 和 快速 行进 法 (Fast Marching)C207 。 


7.5.1 % # (Narrow Band) 


窄带 法 最 初 由 D. Chop HEHU“ , Adalsteinsson 和 Sethian" 对 该 方法 给 出 了 详细 的 实现 。 
窗 带 法 的 基本 思想 是 只 演化 水 平 集 函 数位 于 零 水 平 集 周围 很 窗 的 一 个 带 状 区 域 的 值 。 如 图 
7. 8 所 示 ,阴影 条 带 中 的 闭合 曲线 是 当前 零 水 平 集 , 而 外 部 的 曲线 则 是 罕 带 的 外 边界 点 ,内 部 
曲线 是 内 部 边界 点 ,更 新 水 平 集 函 数 的 时 候 , 只 对 带 状 阴影 内 部 的 激活 点 更 新 。 


窄带 外 
部 边界 


当前 零 
水 平 集 


AEA A 
部 边界 


4 

$: 
$- 
ð- 
$- 
© 

申 - 
你- 
中 - 


图 7.8 窄带 法 示意 图 

由 于 窄带 宽度 一 般 较 窑 ,窄带 内 需要 更 新 的 网 格 点 (激活 点 ) 不 多 ,因此 ,更 新 水 平 集注 数 
的 计算 量 大 大 减 小 。 不 过 ,窄带 法 存在 的 问题 是 由 于 零 水 平 集 的 移动 ,经 过 几 次 迭代 后 ,可 能 
超出 窗 带 的 范围 ,因此 ,需要 经 常 更 新 罕 带 状 水 平 集 本 数 。 更 新 的 项 目 包括 :更 新 窄带 的 内 外 
部 边界 点 ,以 保持 窗 带 的 有 效 范 围 ; 重 新 初始 化 水 平 集 函数 ,保持 水 平 集 函数 为 符号 距离 函数 。 
更 新 的 方式 和 人 窗 带 的 宽度 有 关 , 如 果 罕 带宽 度 很 窗 , 则 一 次 迭代 零 水 平 集 曲 线 就 有 可 能 超出 罕 
带 范围 ,需要 每 次 更 新 ,这 将 增加 计算 量 ; 如 果 穿 带宽 度 很 宽 , 则 需要 更 新 的 窗 带 内 的 网 格 点 比 
较 多 ,计算 量 也 比较 大 ;比较 合理 的 窗 带 宽度 是 2D = 12 ~ 16, 

下 而 给 出 窄带 法 更 新 水 平 集 函 数 的 基本 流程 ; 

(1) HRH 

CD 由 初始 闭合 曲线 Co ,构造 罕 带 内 的 符号 距离 函数 ,将 罕 带 内 的 所 有 点 标记 为 激活 点 
(Active) ; 

D 标记 窄带 的 边界 点 (Boundary); 

@ 将 远离 罕 带 的 点 标记 为 远 点 (Faraway) ,并 对 Co 以 外 的 远 点 赋予 较 大 的 正 值 ,Ce 内 部 
的 远 点 赋予 较 大 的 负 值 。 

(2) 迭代。 

D 据 方 程 (7. 4. 5) ,更 新 激活 点 的 $; 

O 检测 更 新 后 的 零 水 平 集 曲线 C" ,检查 是 否 到 达 边 界 点 ,如 果 到 达 , 则 根据 当前 C.K 
照 步骤 (1) ,重新 构造 窗 带 和 SDF ,然后 继续 迭代 ; 
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D 收敛 检查 。 
7.5.2 快速 行进 法 (Fast Marching) 


这 里 ,我们 考虑 曲线 演化 的 特殊 情况 , 即 方 程 (7. 1.1) 中 的 速度 V(x) 总 是 保持 符号 不 变 ， 
即 总 是 正 值 ,或 总 为 负 值 ,这 时 方程 (7. 1. 1) 称 为 静态 Hamilton-Jacobi 方程 ,因为 时 间 恋 量 可 
以 消除 。Sethian 提出 了 求解 静态 Hamilton-Jacobi 方程 边界 值 问题 的 快速 行进 法 (Fast 
Marching) HOn, WRU T(xz) 表 示 零 水 平 集 通过 点 x 的 时 间 边 界 , 则 T(x) 满 足 方程 
IVTIV=1, (7.5.1) 
利用 逆向 差分 法 (Upwind) ,方程 (7.5. 1) 的 稳定 解 可 由 如 下 方程 得 到 
[max(D;jT ,0)* + min(DjsT ,0)? + max(D;3T ,0)? + mint DYT ,0)? ]? = 1/V,,, 
(7.5.2) 
式 中 ;D- 和 D+ 分 别 是 后 向 与 前 向 差分 ,例如 Diy T= T, piy r = DaTh a 


网 格 大 小 。 

由 方程 67.5.2) 可 知 ,边界 传播 方向 是 从 T 比较 小 的 点 流向 T 比较 大 的 点 ,根据 这 样 的 特 
点 ,Sethian 提出 了 快速 行进 法 来 迅速 传播 边界 值 TT。。 基本 思想 是 在 传播 边界 外 围 构 造 一 个 激 
活 窄带 ,窄带 内 的 点 的 到 达 时 间 未 定 ,当前 传播 边界 利用 逆向 格式 (Upwind Scheme)"" "将 当 
前 边界 向 外 传播 ,就 像 水 波 扩散 一 样 , 凡 是 扩散 到 的 点 ,就 冻结 其 波 前 到 达 时 间 , 然 后 再 根据 当 
前 的 波 前 构造 新 的 激活 带 , 如 此 循环 ,就 可 以 得 到 整个 平面 上 每 点 的 到 达 时 间 。 下 面 我 们 具体 
介绍 快速 行进 法 的 计算 步骤 。 
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图 7.9 快速 行进 法 初始 化 示意 图 
根据 图 像 中 每 点 距离 闭合 曲线 Cs 的 远近 ,将 图 像 中 所 有 的 点 分 成 三 类 (如 图 7.9 所 示 ): 
"Alive 点 :已 经 被 波 前 传播 过 的 点 ,到 达 时 间 已 知 。 
，Active 点 :当前 波 前 即将 经 过 的 点 ,到 达 时 间 未 知 。 
> Faraway 点 :远离 波 前 的 点 ,到 达 时 间 未 知 。 
根据 上 述 定义 ,快速 行进 法 的 基本 步骤 如 下 ， 
C1) 初始 化 。 
Oa 将 Co 所 在 网 格 点 标记 为 “Alive” ,并且 时 间 T=0; 
(2) 考察 每 个 “Alive” 点 的 四 邻 点 ,如 果 有 未 被 标记 为 “Alive” 的 , 则 以 “Active” 标 记 之 ,并 
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赋予 到 达 时 间 Ty =1/V, ,并 将 所 有 标记 为 Active 的 点 放 和 一 个 排序 堆 中 ,排序 堆 按照 每 点 的 
了 从 小 到 大 的 顺序 排序 ; 

QD 剩余 的 既 不 是 “Active” 也 不 是 “Alive”" 标 记 的 其 他 点 ,标记 为 “Faraway”, 到 达 时 间 标 记 
为 T, 一 coo 

(2) 前 向 行进 。 

O 输出 工 最 小 的 Active 点 :从 排序 堆 输出 窄带 区 中 工 最 小 的 点 Pwo Cis ,jmn) ,标记 为 
Alive, 并 从 排序 堆 删除 ; 

© 更 新 邻 点 :选择 点 Pu 的 四 连通 邻 点 (ie 一 1,jon), Cimin sJmin — 1) s Cimin Hls Jimin) o Cimin» 
jmin 十 1) 中 标记 不 是 Alive 的 点 ,计算 各 点 的 到 达 时 间 六 计算 时 ,要 在 待 计算 点 的 四 邻接 点 
中 ,选择 标记 为 Alive 的 点 的 工 代 入 方程 (7?7. 5. 2)。 计 算 完 毕 , 如果 邻 点 的 当前 标记 为 
Faraway, 则 将 其 标记 修改 为 Active, 插 人 排序 堆 中 ! 如 果 邻 点 的 标记 是 Active, 则 利用 新 的 
值 更 新 该 点 的 了 ,并 重新 调整 该 点 在 排序 玲 中 的 位 置 ,保持 排序 堆 的 顺序 ， 

O KARE: MR Te 所 Taou, 或 排序 堆 空 , 则 行进 结束 ,否则 重复 行进 。 

上 面 的 计算 中 ,快速 排序 堆 的 使 用 是 提高 算法 效率 的 关键 。 排 序 堆 的 结构 要 注意 以 下 几 
点 : 

。 排序 维 上 内 部 的 逻辑 结构 是 对 称 二 叉 树 ,内 部 存放 Active 点 坐标 及 其 本 ,每 个 根 节点 的 
下 总 比 其 两 个 子 节点 的 小 , 即 Ts 委 min(Tua Te) , 子 节点 则 按照 进入 维 的 先后 顺序 放置 。 

> 排序 堆 中 的 元 素 和 T(x) 一 . 维 平 面 中 的 点 通过 双向 指针 联系 , 即 不 仅 排序 堆 中 每 个 元 

RE TOD Active 点 坐标 ,而 且 TOOR Active 点 有 一 个 反 向 指针 ， SRRA EINA 
的 位 置 ,这 样 可 以 使 得 查询 和 更 新 的 计算 复杂 度 仅 为 O(1)。 

， 为 了 算法 实现 方便 ,排序 堆 的 内 存 结构 是 一 个 足够 大 的 静态 数组 ,各 个 元 素 位 置 之 间 
满足 如 下 关系 index, =index; * 2 ,indexw =index, +1. 

论文 [17] 详 细 分 析 了 快速 行进 法 的 计算 复杂 度 为 O(NlogN) ,这 里 N 为 图 像 的 点 数 。 这 
比 水 平 集 的 直接 数值 计算 法 的 计算 复杂 度 OCN:) 小 多 了 。 


7.6 数值 计算 中 若干 问题 的 讨论 


7.6.1 符号 距离 函数 的 构造 


符号 距离 函数 的 构造 分 两 部 分 ;首先 构造 符号 表 So (2) ,根据 闭合 初始 轮廓 线 Co ,区 分 其 
内 外 部 ,并 以 正 号 (或 负 号 ) 标 记 Co 内 部 , 即 SLinside(C,) J=+1,WURS RIES) HIE Co 外 
部 , 即 SLoutside(C,)] 二 一 1; 其 次 ,计算 图 像 定 义 域 中 每 一 个 网 格 点 PBC, 的 最 短 距离 
de Cp) Mal 

Bp) = Sc, (p)do, Po (7.6.1) 

为 了 增强 计算 符号 距离 函数 的 稳定 性 并 提高 计算 速度 ,本 节 提 出 一 种 采用 快速 行进 法 构 
造 符 号 表 $ 的 方法 ;并 改进 一 种 基于 源 点 映射 快速 构造 距离 范 数 的 方法 ,只 需要 对 所 有 网 格 
点 四 次 扫描 和 简单 的 运算 ,就 可 以 完成 距离 薄 数 的 构造 。 

1. 初始 符号 表 的 构造 

区 分 初始 闭合 轮廓 线 Co 的 内 外 部 是 构造 符号 距离 晒 数 的 第 一 步 。 常 用 的 方法 是 选取 一 
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RE 
些 规则 的 闭合 曲线 ,如 矩形 或 圆 等 "59015223 。 由 于 已 知 这 些 规 则 闭合 曲线 的 几何 参数 ,因此 很 容 
易 知 道 其 内 外 部 ,然而 ,对 于 任意 形状 的 初始 闭合 曲线 ,要 区 别 其 内 外 部 就 比较 繁琐 , 逐 行 扫 
描 的 方式 需要 复杂 的 判断 ,而 且 容 易 出 现 漏洞 ,而 一 旦 出 现 漏 洞 , 将 影响 整个 符号 距离 函数 构 
造 的 正确 性 ， 

本 节 提 出 一 种 利用 快速 行进 法 57 标记 Co 内 外 部 的 方法 ,该 方法 需要 若干 个 位 于 C 内 部 
的 种 子 点 Ps 作 为 行进 的 源 点 ,并 将 Ce 所 经 过 的 网 格 点 设 为 停 直 点 ,然后 从 种 子 点 开始 行 
进 , 行 进 访问 过 的 点 都 标记 为 某 种 符号 WAC, 内 部 所 有 网 格 点 为 止 。 行 进 时 ,采用 行进 
方程 

[max(Di}T ,0)* + mint D74T ,0)? + max( DET 0)? + min( Dt}T ,0):]+ = 1, 
(7.6.2) 
式 中 :Tu 表示 从 种 子 点 了 到达 考察 点 P,; 的 时 间 。 上 述 方程 其 实 就 是 方程 (7. 5.2) 在 V=1 
时 的 特殊 情况 。 这 种 方法 可 以 同时 煌 造 若干 个 任意 复杂 度 的 闭合 曲线 的 符号 表 。 这 样 ,可 以 
利用 这 种 方法 ,采用 多 个 闭合 曲线 初始 化 水 平 集 函 数 , 这 种 初始 化 方式 将 大 大 加 快 水 平 集 方法 
的 计算 速度 。 具 体 算法 和 前 面 的 快速 行进 法 基本 相同 ,只 是 初始 化 和 结果 处 理 有 些 差 异 , 简 要 
步骤 如 下 : 

(1) 初始 化 。 

DRC, 上 的 所 有 点 T= 十 ce ,并 标记 为 Alive; 

© 设 种 子 点 Preah) T= 一 0, 也 标记 为 Alive; 种 子 点 周围 的 四 个 四 邻接 点 的 了 = 一 1 标记 为 
Active, 并 按 T 从 小 到 大 顺序 放 人 二 叉 排 序 堆 Hea p(T); 

O 其 他 所 有 的 网 格 点 到 达 时 间 T= 一 ce ,标记 为 Faraway。 

C2) 前 向 行进 循环 。 

D 从 Heap(T) 中 输出 最 小 的 点 了 wnt; 标记 为 Alive, 并 从 Heap(T) 中 删除 ; 

D 由 方程 (7. 6. 2) ,计算 Per 的 四 个 四 邻接 点 中 标记 为 Active 或 Faraway 点 的 T, 如 果 
某 个 四 邻 点 的 标记 是 Active, 测 更 新 它 在 Heap DHR T (E: RRE Faraway, 则 将 其 加 
人 Heap(T); i 

D 如 此 循 坏 , 直 到 Heap(T) PRATRAIL. 

《3) 输出 。 将 TZ 的 所 有 点 以 十 1 标记 ,其 他 的 点 以 一 1 标记 。 

这 样 , 我 们 就 得 到 了 C 内 部 为 正 号 、 外 部 为 负 号 的 符号 表 。 根 据 此 符号 表 , 就 可 以 方便 地 
构造 SDF。 

2, 距离 郊 数 的 快速 构造 

根据 Cy 计算 每 点 娟 的 上 距离 函数 时 ,由 于 计算 p 到 Co 的 距离 的 复杂 度 为 O(M) ,这 里 M 
是 C。 在 网 格 上 的 点 数 , 则 总 的 计算 复杂 度 为 D(MN),N 是 网 格 点 数 。 计 算 量 很 大 ,特别 是 初 
始 轮廓 线 比较 长 的 时 候 。 而 在 某 些 情况 下 ,我们 需要 经 常 对 距离 函数 进行 更 新 ,比如 窄带 法 中 
需要 经 常 重 构 符号 距离 汕 数 ; 某 些 速度 函数 会 使 得 符号 距离 函数 逐渐 变形 ,这 时 也 需要 重新 构 
造 距 离 函 数 。 因 此 ,如 何 快 速 构造 距离 函数 ,对 于 提高 水 平 集 方法 的 计算 速度 非常 重要 。 

Sethian 等 提出 了 利用 快速 步 进 法 构造 距离 函数 的 方法 注 :5 。 我 们 知道 ,符号 距离 函数 
所 满足 的 偏 微分 方程 为 

| Vv$ |= 1。 (7. 6.3) 
上 述 方程 就 是 快速 步 进 法 的 偏 微分 方程 (7. 5.1) 在 V=1 时 的 特殊 情况 。 因 此 ,可 以 利用 快速 
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步 进 法 分 两 次 来 直接 构造 符号 距离 函数 :首先 利用 快速 步 进 法 ,构造 Co 的 外 部 网 格 点 的 距离 
函数 ( 设 Cs 所 在 网 格 点 的 到 达 时 间 为 TC.) 王 0); 对 外 部 网 格 点 标记 后 ,再 对 C。 的 内 部 网 格 
点 快速 步 进 ,这 样 , 分 两 次 就 可 以 得 到 所 有 网 格 的 符号 距离 画 数值 ,这 种 方法 的 计算 和 量 是 
OCNlogN)。 不 过 ,这 种 方法 所 计算 出 来 的 $ 值 不 太 准 确 , 比 如 设 某 点 (i,7) 的 向 二 0, 从 该 点 
用 快速 行进 法 向 其 四 周 传 播 波 前 , 则 只 有 其 四 邻 点 的 距离 函数 是 正确 的 , 即 $==1, 而 其 八 邻 接 
点 的 $=2, 真 实 值 却 是 V5。 

另外 一 种 方法 就 是 利用 Chamfer 忠 离 计算 方法 "3 。 这 种 方法 以 模板 双向 扫描 来 计算 
PMR. SRC, 上 的 网 格 点 的 如 一 0, 其 他 点 的 员 =co, 然 后 采用 图 7. 10 所 示 的 两 个 模 
板 来 计算 距离 函数 。 


前 向 模板 从 距离 函数 网 格 左上 角 向 右 下 角 的 方向 扫 
ane ste 描 所 有 网 格 , 后 向 模板 则 从 右 下 角 向 左上 角 的 方向 扫描 ， 
当前 网 格 的 距离 函数 值 按 下 式 更 新 ， 
ry) 一 min mlisj) Hulr-Hisyt j), 


前 向 模板 后 向 模板 
(7.6.4) 


图 7. 10 Chamfer 距离 函数 模板 oe ate mC, jR. SCR RE RA EA 
快速 行进 法 一 样 ,计算 误差 仍然 很 大 。 

下 面 ,我 们 首先 介绍 一 下 Tsai 提出 的 源 点 扫描 法 ,然后 对 该 方法 进行 改进 ,简化 计算 。 实 
验 表 明 ,改进 的 源 点 扫描 法 不 仅 计算 速度 快 (计算 复杂 度 为 O(N)) ,而 且 计 算 精确 、 简 单 。 

Tsait1 提 出 的 源 点 扫描 法 确认 与 每 个 网 格 点 了 同 处 一 条 特性 线 ( 轮 廓 线 C 的 法 线 ) 上 的 
轮廓 线 点 , 即 P 点 基于 C 的 源 点 Ps, 源 点 是 C 上 距离 待考 察 网 格 点 最 近 的 点 ,从 而 可 计算 出 
P 点 到 P。 点 的 距离 ,就 是 了 点 的 距离 函数 值 ,这 样 就 可 以 快速 构造 距离 函数 。 为 了 令 述 源 点 
映射 的 原理 , 先 定义 如 下 概念 : 

定义 1 设 2 是 号 上 的 连通 子 集 , 点 PED, 并 且 点 集 PCn, 定 义 点 卫 基 于 了 的 源 点 为 
Source(P) =(QEL! dist(P.) =|P—Q|} FA P' 代表 ,又 称 为 PP 的 Voronoi W. 

从 定义 可 以 看 出 ,P AEr LARA PRETEEN P 点 壤 近 的 点 。 

定义 2 (二 维 扫描 方向 ) 定 义 下 列 规则 排列 二 维 网 格 (1 : Nz 一 1,1: Ny 一 1) 上 的 扫描 
选 代 方向 ， l 
Cat yt} A MAENE WEEE (y HAR MEIE MERA TF: 
(a+ ,y 一 ) 扫 描 : 从 左 到 右 , 从 下 到 上 ;(z 一 ,3y 一 ) 扫 描 : 从 有 到 左 , 从 下 到 上 。 

Tsai 的 方法 基于 这 样 的 先 验 知识 , 即 假设 点 ECM 7. 11 
所 示 ) 是 当前 考察 点 ,要 计算 距离 函数 x(E) ,其 源 点 ERA. 
设 P,Q 是 两 个 X 和 Y 方 向 的 四 邻接 点 ,这 两 点 到 械 的 距离 已 知 
且 是 各 自 方 向 距离 卫 最 小 的 点 , 则 必 有 dist (ŒE, E" ) > 
max(u(P) ,u(Q))。 这 其 实 就 是 快速 行进 法 中 的 逆向 条 件 (Up- 
wind condition) 。Tsai 的 方法 ,就 是 在 每 次 扫描 的 时 候 , 保 持 上 
述 条 件 , 并 计算 以 P 和 Q 为 中 心 ,uCP) 和 x(Q) 为 半径 的 两 个 圆 
Ce 和 Ce MEK VAW, N wu(E) 可 以 近似 为 w(E) 一 
图 7.11 源 点 映射 一 致 性 检查 max(| 玉 一 V|,|E 一 W|I})。 对 所 有 网 格 进行 四 个 方向 的 扫 扒 后 , 即 
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可 得 到 距离 函数 x(z,y)。 不 过 ,因为 需要 求 取 圆 的 交点 等 ,这 种 方法 的 计算 仍然 比较 复杂 ,并 
且 计 算 仍 然 存在 一 定 的 误差 。 

其 实 , 可 以 首先 计算 出 了 及 其 最 近 点 之 间 的 距离 ,并 保存 每 点 的 源 点 ,然后 遵循 上 述 逆 向 
条 件 对 所 有 网 格 点 扫描 ,比较 每 点 与 其 四 邻 点 的 源 点 的 距离 ,并 记录 距离 最 短 的 四 邻 点 的 源 
点 ,作为 当前 点 的 源 点 保存 起 来 ,这 样 就 可 以 大 大 降低 寻找 源 点 的 计算 量 ,提高 计算 速度 ,并 
且 , 由 于 保存 了 每 点 在 厂 上 的 源 点 映射 ,还 可 以 用 于 水 平 集 方法 中 将 零 水 平 集 的 速度 消 数 扩 
展 到 所 有 水 平 集 。 

本 文 提 出 的 源 点 扫描 改进 方法 构造 基于 点 集 CRD C 的 网 格 点 ?的 距离 函数 步骤 如 下: 

C1) a., MAER AR T R RA P aa = PER * OS dist p.P)S1) BT AE 
确 距离 d 以 及 相应 的 源 点 P* ,并 保存 最 近 点 的 4 到 距离 函数 数组 u, WA P 到 映射 数组 
SMap ,将 所 有 最 近 点 标记 为 Visited; 其 他 点 的 4= 十 ce ,标记 为 Unvisited， 

(2) 分 别 以 四 个 扫 撒 方向 {Cx 十 ;y 十 ) 《zx 一 1y 十 ) (x 十 ;y 一 ),(x 一 ,y 一 )) 扫 描 网 格 2。 
每 次 扫描 中 ,更 新 每 个 网 格 点 EE( 不 包括 标记 为 Visited 的 点 ) 的 距离 泡 数 值 we 及 其 最 近 点 映 
射 值 Ve ,更 新 方法 如 下 : 

O 计算 点 互 与 每 个 四 邻接 点 P RAP WEN u= | E= Pr lls 

O 如 果 u< minu CP), WE ul = +00, RULERS A RTE 

@ 设置 uC EL) = minus =u’ 36 B SMap (E) =P? 

整个 计算 只 需要 扫描 四 次 ,就 可 以 计算 出 0 的 所 有 网 格 点 的 距离 函数 值 ,因此 计算 复杂 
度 为 OCN) ,速度 非常 快 ,而 且 由 于 所 计算 的 距离 值 是 每 点 及 其 源 点 之 间 的 距离 ,因此 精度 较 
高 ,这 可 以 从 后 面 的 实验 看 出 。 

按照 上 述 方法 根据 Cv 构造 出 符号 表 和 距离 函数 后 ,利用 式 (7.6.1), 就 可 以 得 到 C 的 符 
号 距离 晒 数 。 


7.6.2 速度 场 的 扩展 


前 面 已 经 提 到 ,利用 水 平 集 方法 解决 曲线 演化 问题 时 ,需要 将 零 水 平 集 的 速度 函数 扩展 到 
整个 网 格 域 。 最 简单 的 方法 就 是 计算 每 个 网 格 P 到 C。 上 距离 最 短 的 点 已 " ECo，, 然 后 以 该 点 
的 速度 作为 P 点 的 速度 Vp 二 Vo， 。Malladi 的 论文 帆 中 详细 论述 了 这 种 方法 。 不 过 ,按照 这 
种 方法 计算 所 有 网 格 点 的 速度 ,由 于 需要 寻找 和 C。 上 距离 最 短 的 点 ,计算 量 仍然 较 大 。 男 外 
一 种 方法 是 基于 水 平 集 阔 数 为 符号 距离 函数 ,因此 到 任意 网 格 点 距离 最 短 的 C。 上 的 点 就 是 
六 =p—\ulp)|Vulp) 这样 就 得 到 p* 点 ,然而 由 于 距离 函数 可 能 存在 误差 ,出 这 种 方法 所 求 
的 p' 可 能 存在 位 置 误差 ,特别 是 p 点 距离 Cu 比较 远 的 情况 下 ,误差 更 大 。 

论文 718] 提 出 了 一 种 利用 快速 行进 法 同时 构造 符号 距离 汕 数 和 扩展 速度 场 的 方法 ,这 种 
方法 基于 如 下 偏 微分 方程 : 

V$- We, = 0。 (7.6.5) 
研究 表明 LO ILA ARSE SH Ve DB A SE OF MELEAR W 9 将 一 直 保持 为 符号 
EAKA. LUMA A oR | P| 一 1, 即 Py MEAT EL THD 
线 方向 少 的 变化 率 为 零 ;根据 方程 (7.6.5), 扩 展 速 度 场 Vex 的 变化 刚好 和 上 的 相反 , 即 V ex PF 
着 法 线 方向 不 变 ,只 在 切线 方向 有 变化 ,这 正 是 对 扩展 速度 场 的 要 求 。 因此 ,可 以 在 利用 快速 
行进 法 构造 由 的 同时 ,利用 方程 (7. 6. 5) ,同时 构造 Ves。 这 种 方法 的 优点 是 可 以 一 次 完成 $ 
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和 Ven 的 构造 ,计算 复杂 度 和 快速 行进 法 相同 , 即 O(NlogN),N 是 需要 进行 速度 场 扩展 的 网 
格 点 数目 。 不 过 ,这 种 方法 的 计算 量 仍 然 不 小 ,况且 锯 速 行进 法 所 构造 的 符 叶 虑 离 函 数 本 来 就 
存在 误差 。 

本 文 提出 利 内 源 点 扫描 构造 扩展 速度 场 的 方法 ,由 上 一 节 的 源 点 扫描 法 可 知 , 源 点 扫描 法 
在 构造 距离 孙 数 的 同时 ,可 以 得 到 每 个 网 格 点 P 在 C,， 上 的 对 应 点 一 一 源 点 。 源 点 就 是 和 PP 
同 在 一 条 特征 线 (C。 的 法 线 ) 上 的 点 ,因此 ,在 利用 源 点 扫描 法 构造 完 距 离 函 数 后 ,利用 SMap 
数组 ,就 可 以 计算 每 一 网 格 点 的 速度 ,简要 步骤 如 下 ， 

D 源 点 扫描 法 初始 化 时 ,同时 计算 零 水 平 集 上 网 格 点 的 速度 ; 

D 源 点 扫描 法 获得 源 点 映射 函 射 SMa p(p); 

© 根据 VC(p) 一 V(SMap(p)), 即 可 得 扩展 速度 场 Veno 


7.6.3 和 迭代 时 间 间 隔 的 选取 


基于 方程 (7, 4. 5) 利 用 先 代 法 进行 水 平 集 函 数 演化 时 ,必须 审慎 选择 时 间 间 隔 A:, 以 保证 
偏 微分 方程 数值 计算 的 稳定 性 。Sethian 在 其 论文 "中 中 论述 了 时 间 间 隔 的 选择 必须 满足 如 下 
CFL 条 件 ， 
AtmaxV < Ar, (7.6.6) 
式 中 ;Az 表示 网 格 间 隔 。 上 式 的 含义 是 每 次 选 代 时 ,等 水 平 集 的 移动 范围 不 能 超过 一 个 网 格 
宽度 ， 实 际 计算 时 可 以 扫描 速度 场 , 按 照 上 式 动态 设 定 迭 代 时 间 间 俩 。 


7.6.4 符号 距离 函数 的 构造 方法 性 能 比较 实验 


下 面 通过 对 比 几 种 符号 上 距离 函数 求 取 方 法 的 计算 效率 ,来 证 明 本 章 所 提出 的 改进 源 点 扫 
描 法 计算 距离 隆 数 的 高 效率 。 实 验 首 先 采 用 本 章 所 提出 的 符号 标记 法 得 到 任意 形状 闭合 曲线 
的 内 外 部 标记 图 ,然后 分 别 利用 直接 求 距离 函数 方法 ( 即 计 算 网 格 中 每 一 点 到 闭合 曲线 的 最 短 
距离 ,作为 该 点 的 距离 水 数值 ,再 加 上 符号 图 中 的 符号 ,作为 该 点 的 SDF 值 )、 快 速 行进 法 以 
及 本 章 方 法 计算 不 同 大 小 网 格 ,不 同 点 数 的 闭合 曲线 的 上 距离 函数 ,并 记录 计算 的 时 间 以 及 与 直 
接 法 所 求 SDF 值 的 方差 。 这 里 , 取 网 格 的 大 小 分 别 为 128X128、256X256 WR 512X512, 

图 7. 12(a) 是 任意 形状 的 闭合 曲线 ,其 中 的 点 为 种 子 点 ;图 7. 12(b) 是 利用 本 文 方法 所 计 
算 的 符号 图 ,内 部 为 正 值 ,外 部 为 负 值 ;图 7. 12(c) 为 对 应 的 符 导 距离 函数 (内 正 外 负 型 )。 多 
次 实验 表明 ,本文 所 出 的 符号 表 生 成 方法 是 非常 鲁 棒 的 ,而 且 速 度 也 很 快 。 

表 7. 1 是 直接 法 ,快速 行进 法 和 本 章 所 改进 源 点 扫描 法 构造 SDF 的 计算 时 间 对 比 , 表 中 
的 方差 表示 快速 行进 法 和 改进 源 点 扫描 法 所 得 SDP 与 直接 法 的 SDF 之 间 的 平均 方差 值 。 
平均 方差 按 如 下 方式 计算 : 设 直接 法 所 得 SDF 为 加 ,其 他 方法 所 得 SDF H $o, SDF HAH 


点 数 为 N, 则 EE= 调 > | oC. Bo Cpi) |*。 从 表 中 可 以 看 出 ,改进 源 点 扫描 法 的 计算 速度 最 


快 , 而 且 计算 精度 和 直接 法 相差 非常 小 ,精度 很 高 。 另 外 ,本 章 方法 和 轮廓 线 的 点 数 没有 直接 
关系 ,这 样 就 不 会 出 现 类 似 直 接 法 中 当 轮 廊 线 点 数 较 多 时 计算 变 慢 的 现象 。 
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(a) (b) (c) 


图 7.12 本 文 方法 所 产生 的 基于 任意 形状 闭合 曲线 的 符号 距离 函数 
(a) 任意 形状 闭合 曲线 ;Cb) 符号 图 ;(c) 符号 距离 函数 


71 三 种 SDF 构造 方法 比较 


方 法 网 格 大 小 RR 计算 时 间 /s 平均 方差 
一 
err | < | or O 
直接 法 256 X 256 
- . a aes a E 
512512 
axe [上 | ko | 46. 811 
| 1 | sw 171. 998 
P iiss | 6699 
45, , 208 
2525 86. 765 109. 899 
saws [| Be | 0. 005 
[| 0 | vi | "05 
改进 源 点 扫描 法 256X256 
512x512 


7.7 Mumford-Shah 模型 


如 前 所 述 ,基于 活动 轮廓 线 模型 并 以 水 平 集 方法 表达 的 图 像 分 割 偏 微分 方程 为 
位 - g[| VICO |] k+) | V$], 


#(x,0) = h lx). 
这 个 模型 依赖 于 基于 图 像 梯度 |VT| 的 边缘 函数 g(，) 来 停止 活动 轮廓 线 的 演化 过 程 , 即 
当 轮廓 线 靠 近 图 像 的 边界 ,| VCC) | 增 大 ,导致 gs(，) 一 0, 则 曲线 的 速度 降 为 零 ,停止 运动 。 
这 样 ,曲线 就 停靠 在 图 像 的 边缘 位 置 。 然 而 ,由 于 图 像 中 的 边缘 并 非 都 是 理想 的 阶梯 边缘 ,如 
果 轮 廓 线 位 于 边缘 强度 较 弱 的 平滑 边缘 , 则 可 能 越过 边缘 ,出 现 * 冒 项 "现象 , 且 不 会 返回 到 正 
确 位置 。 虽 然 Caselles'1 等 引入 另 外 一 些 额 外 约束 项 ,能 一 定 程度 克服 轮廓 线 “ 冒 项” 的 现象 ， 
然而 却 不 能 根本 上 解决 问题 ,关键 原因 就 是 这 些 方法 仅 依靠 位 于 闭合 轮廓 线 C 下 的 图 像 局 部 


tT 
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信息 来 控制 其 运动 ,只 见 树叶 不 见 森 林 , 难 以 获得 同 质 区 域 的 全 局 分 割 效果 。 另 外 ,如 果 图 像 
I 的 噪声 很 大 , 则 需要 方差 很 大 的 高 斯 滤波 器 ,这 样 常常 模糊 图 像 中 边缘 ,即使 活动 轮廓 线 停 
止 , 可 能 也 会 出 现 定位 不 精确 的 现象 。 

Chan 和 Vese 提出 了 一 种 基于 Mumford-Shah 模型 的 活动 轮廓 线 图 像 分 割 方法 ,这 种 方 
法 的 停止 函数 不 再 依赖 于 图 像 的 局 部 梯度 ,而 是 基于 Mumford-Shah 分 割 模型 。 这 样 ,该 方法 
同时 适用 于 有 梯度 和 没有 梯度 的 轮廓 的 检测 ,比如 那些 边缘 很 平滑 或 边缘 不 连续 的 图 像 的 分 
割 。 另 外 ,该 方法 的 模型 定义 于 所 有 水 平 集 ,因此 ,可 以 检测 出 带 有 空洞 目标 的 内 部 区 域 。 

以 下 介绍 简化 的 Mumford-Shah 图 像 分 割 模型 。 

设 图 像 TCz,y) 的 定义 域 为 2, 且 当前 考察 的 图 像 边 缘 C 对 图 像 1(z,y) 将 图 像 划 分 为 车 
干 近似 同 值 区域 , 得 分 割 图 像 T Cray) M) Mumford-Shah 图 像 分 割 模 型 就 是 寻找 真正 的 图 像 
边界 C,。 将 图 像 I(x,y) 划 分 为 车 干 同 质 区 域 ,并 且 所 得 分 割 图 像 I*(z,y) 和 了 T(z,y) 的 误差 
比 所 有 分 割 图 像 和 原 图 像 的 误差 都 要 小 , 即 最 小 化 如 下 能 量 方 程 : 

(Co ,IM) = arg minF™ (I, ,C) (7.7.2) 


Fws(J ,C) = Hength(C) +A | E A dedy + | | VI, | dzdy 


上 式 的 意义 很 明显 , 当 Fws(I,C) 最 小 时 ， 所 得 边界 C， 将 图 像 划 分 为 若干 个 平滑 区 域 ， 并 且 保 
留 了 尖锐 的 边界 Coo 

Chan 和 Vese 提出 了 一 种 Mumford-Shah 的 简化 分 割 模型 , 即 假设 图 像 中 每 个 同 质 区 域 
的 灰 度 是 常数 ,也 即 对 于 区 域 RCO/C, 有 ICR) =c +c; 是 常数 , 则 最 小 化 能 量 函 数 Fxs 的 目 
的 ,就 是 寻找 最 优 分 割 C。, 使 得 分 割 图 像 . 

二 (7.7.3) 
Ca» 如 果 R; € outsideC, 

和 原 图 像 1 之 间 的 差异 最 小 。 

下 面 首先 从 一 个 简单 的 图 形 分 割 来 分 析 Chan-Vese 提出 的 分 割 模型 的 意义 。 设 原 图 像 
ICzyy) 被 活动 轮廓 线 C 划分 为 目标 w。 和 背景 m 两 个 区 域 。 各 个 区 域 的 平均 灰 度 为 co A c 
Chan 和 Vese 所 提出 的 简化 的 基于 Mumford-Shah 图 像 分 割 模 型 的 拟 合 能 量 函数 如 下 : 


F(C) = F,(C) + F.(C) = Tong j toe Pdrdy 二 | ei 
bath ay C 是 任意 闭合 活动 轮廓 线 。 可 以 看 出 , 当 闭合 活动 轮廓 线 C 没有 位 于 两 个 同 质 区 域 


的 边界 C。 时,F(C) 不 能 达到 最 小 值 ,如 图 7. 13 中 前 三 种 情况 所 示 * 只 有 轮廓 线 位 于 两 个 同 质 
区 域 边界 时 ,F(C) 才 能 达到 最 小 值 。 


Fo>0, Fo™0 Fo™0, Fo>0 Fo>0, Fy>0 Fo, Fy 0 
. 
FIC)>0 nC)>0 RC)>0 FIC)=0 


图 7.13 C-V 分 割 模型 示意 图 
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据 此 ,Chan 和 Vese 提出 了 如 下 的 图 像 分 割 能 量 员 数 
FIC 104) BANOO) 


taf | I— c, [dedy+a f | TI 一 ce | drdy, (7.7.4) 
AP LCC) EAA He BE C HEE S (OE C A A RR E d ER x, v0 An A D> EAE 
量 项 权重 系数 ;F KAATER. RADARER C 的 位 置 以 及 未 知 数 cu,cs 经 最 优化 
上 式 得 到 , 即 
O aet = Jri FCC Cancio) C7, Fd) 
由 于 小 面 的 模型 利用 了 图 像 全 图 信息 ,因此 通过 最 优化 能 量 函 数 式 (7. 7.4) 可 以 得 到 全 局 最 优 
的 图 像 分 割 结果 ， 


7.8 求解 分 割 模型 的 C-V 方法 及 其 改进 


7.8.1 求解 M-S 图 像 分 割 模型 的 C-V 方法 


io, 是 根据 初始 轮廓 线 C, 构造 的 符号 距离 函数 , 即 {Cu| 员 (zyy) 一 0) ,并 设 儿 为 内 正 外 
HAY SDF, BI 赋 inside(C)] 二 0, 红 outsideCC)]<0。 可 以 证 明 , 以 水 平 集 函数 表达 的 轮廓 线 
C 的 长 度 和 轮廓 线 内 部 的 面积 -所 分 别 为 ; 


LE = $ WH as | ae， | VÉ | dzdy, 


Sfinte |= | H@dedy, (7.8.1) 


式 中 :2 是 水 平 集 函 数 的 定义 域 ;万 (zx) 是 Heaviside KH, BD 
Hie) = ij ifz>0 
a lo if2<0' 
而 80.0) WEE Dirac 函数 。 根 据 式 (7, 8.1). T EERE RARO. 7, OAKEN $ I : 


FCP, Casen) =| 6h | Vo | dzdy+o| H (¢)dady 


+a I-e HP dicdy + af | I—e, PEL — HOP) Jdady. 
a 


(7.8.2) 
Chan 和 Vese 在 其 论文 中 以 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方法 推导 出 了 求解 式 (7. 8. 2) ,并 以 水 平 集 函 数 $ 
表达 的 偏 微分 方程 如 下 : 

f 1y H.C)dzrdy [reU -Hij Jardy 


ca (P) mE ieod -ca CP) = ; 
| H,(Pdxdy | -HD Jaxdy 
n 


ne eo 
’ 


(7, 8.3) 


j = [eV TY ALI eF HAED a), 


POE = $ (rye 
式 中 ， 
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| 2 z 
H,(z) = rae 十 =arctan(=) |, 


Oh Oe ne SPR. 


x e? + 2° 
从 方程 (7. 8. 3) 可 以 看 出 , 偏 微分 方程 所 涉及 的 图 像 函 数 I(z,yV ) 的 数据 是 全 图 像 定 义 域 范 
围 ,而 不 是 式 (7. 3.9) 中 的 g(1(C)) 函 数 , 仅 仅 利 用 了 轮廓 线 C 所 在 位 置 的 图 像 数 据 ; 另 外 , 式 
(7. 8.2) 中 的 另外 两 个 未 知 数 c。 ,cs 也 定义 在 图 像 定义 域内 ,具有 全 局 特性 。Chan-Vese 在 其 
论文 中 阐述 了 该 方法 的 一 个 非常 显著 的 特点 就 是 全 局 优化 ,因此 可 仅 使 用 一 条 初始 闭合 轮廓 
线 ,就 可 以 把 带 有 内 部 空洞 目标 的 内 部 全 部 检测 出 来 ,不 需要 为 检测 内 部 空洞 而 另外 做 特别 处 
理 , 如 图 7.14 所 示 。 图 7.14(a) 中 要 分 割 的 目标 是 一 个 带 有 空洞 的 椭圆 ,图 中 的 曲线 是 初始 
轮廓 线 。 从 图 7.14(b) 可 以 看 到 ,椭圆 目标 的 内 部 空洞 区 域 也 分 割 出 来 了 ,整个 分 割 过 程 仅 使 
用 了 一 条 初始 曲线 ;另外 ,初始 曲线 不 需要 完全 位 于 区 域 的 内 部 或 外 部 ,仍然 可 以 正确 地 分 割 
出 目标 和 背景 ;这 种 方法 还 有 一 个 显著 的 特点 就 是 不 依靠 图 像 中 的 边界 信息 ,因此 ,即使 图 像 
中 的 边界 模糊 或 呈 断 续 状 ,仍然 可 以 获得 理想 的 分 割 效 果 ; 最 后 ,该 方法 还 有 消除 噪声 的 作用 ， 
如 图 7.14(c) 所 示 ,分 割 结束 后 所 得 的 分 割 图 像 ,就 是 带 噪声 图 像 的 重建 结果 。 


> Na 
As su ck 


(b) (c) 


图 7.14 CV 方法 分 割 带 有 内 部 空洞 的 目标 
(a) 待 分割 图 像 及 初始 活动 轮廓 线 ;(b) 最 终 分 割 结果 !(c) 分 制图 像 


7.8.2 C-V 分 割 方程 存在 的 缺陷 


C-V 方法 的 特点 就 是 分 割 具 有 全 局 性 ,可 以 检测 目标 中 间 的 空洞 区 域 , 然 而 ,如 果 有 多 个 

待 分 割 的 目标 ,并 且 各 个 目标 之 间 相 距 一 定 的 距离 ,或 者 具有 空洞 区 域 目标 的 壁 比较 厚 , 则 C- 
0.7 V 方法 常常 不 能 得 到 正确 的 结果 。 

实验 表明 ,由 于 方程 (7. 8. 3) 中 的 Dirac 函数 
6.(Cz) 狭 窗 的 定义 范围 ,很 难保 证 仅 靠 一 条 初始 轮 
廓 线 的 演化 ,就 将 图 像 中 所 有 的 同 质 区 域 分 割 出 
来 。C-V 方法 中 之 所 以 能 检测 出 带 有 空洞 的 目标 
的 内 部 ,也 是 因为 采用 了 规则 化 的 Dirac 函数 
6.(Cz)。 该 函数 保证 在 图 像 定 义 域 范围 内 ,所 有 点 的 
6.[$(z,y)] 值 都 趋 于 零 的 正 值 ,从 而 不 至 于 “埋没 ” 
空洞 区 域 中 的 异 质 区 域 边界 。 然 而 ,如 果 带 空洞 的 
目标 比较 “ 厚 ”, 仍 然 不 能 稳定 地 检测 出 内 部 区 域 
图 7.15 规则 化 的 Dirac 函数 来 。 如 图 7. 15 所 示 , 当 上 (xz) 中 的 参数 se 比较 小 


第 7 章 几何 曲线 演化 和 水 平 集 方法 99 


时 ,方程 (7.8.3) 中 其 有 效 范围 很 窗 , 如 图 中 的 es=0.5 A. A Be >? WG. 82) R 
数 筷 平 为 零 了 。 这 样 ,即使 图 像 中 茶点 请 位 于 边界 上 ,如果 六 点 距离 当前 活动 轮廓 线 比 较 远 ， 
即 |8| 比 较 大 , 则 p 点 的 8 变化 率 几乎 为 零 , 该 点 的 $ 值 就 很 难 出 现 符号 改变 的 情况 , 即 出 现 活 
动 轮廓 线 。 这 可 以 从 图 7,16, 图 7.17 中 看 出 来 。 
图 7. 16(a) 中 待 分 割 的 目标 是 一 个 带 内 部 空洞 区 域 的 图 环 , 由 于 圆 环 的 尽 很 厚 ,内 部 区 域 
和 初始 轮廓 线 的 距离 远 远 超出 了 6.(z) 函 数 的 有 效 范围 ,因此 中 心 空洞 仍然 分 割 不 出 来 ,如 图 
7.16(b) 的 分 割 结集 以 及 图 ?7. 16(c) 的 分 割 图 像 所 示 。 
而 图 7. 17(a) 中 ,由 于 初始 活动 轮廓 线 距离 下 边 和 右边 的 两 个 几何 图 形 较 远 ,超出 了 6.(z) 
的 有 效 范围 ,因此 ,只 有 左边 的 几何 图 形 分 割 出 来 ,其 他 两 个 则 没有 被 区 分 出 ， 
另外 ,CV 图 像 分 割 方程 中 ,每 次 更 新 了 水 平 集 列 数 后 ,需要 对 水 平 集 硼 数 重新 初始 化 为 符 
号 距离 隐 数 ,以 保持 计算 的 稳定 性 。C-V 方法 采用 如 下 逃 代 方 法 重新 初始 化 符号 距离 函数 内 
p = sign(#)(1—-| Vg |), 
PO, +) == P(t, eo 
这 种 方法 仅 靠 变形 后 的 符号 距离 函数 % 的 符号 来 保证 计算 的 准确 性 ,而 没有 利用 零 水 平 
集 (Zero Level Set) 确 切 位 置信 息 ,因此 可 能 导致 零 水 平 集 的 位 置 发 生 移 动 。 另 外 ,这 种 方法 
在 2 域内 的 每 点 都 要 保证 上 式 收 和 敛 ,计算 量 也 不 小 


7.8.3 对 C-V 方程 的 改进 一 -全 局 优化 法 


针对 上 述 CV 分 割 方程 中 存在 的 问题 ,本文 提出 如 下 改进 方案 ,以 求 快速 分 割 图 像 , 并 提 
高 能 最 函数 式 (7. 8. 2) 的 全 局 优化 特性 。 

从 图 7,15 中 我 们 可 以 看 出 ,如 果 增 大 Or) RA SRM 2%(z) 不 为 零 的 范围 将 扩大 ， 
如 图 中 的 e=2 所 示 , 则 有 可 能 检测 出 更 多 的 图 像 边 界 。 由 于 方程 (7. 8. 3) 中 的 Dirac 函数 抑 
制 了 非 初始 活动 轮 孵 线 附 近 的 同 质 区 域 边界 的 检测 ,因此 ,如 果 将 .Cz) 的 有 效 范围 扩大 到 全 
图 像 定义 域 2, 则 整个 图 像 定义 域内 的 边界 都 可 以 检测 出 了 。 

基于 上 述 思 想 ,对 方程 (7.8.3) 做 如 下 改进 ,使 得 该 方程 的 有 效 范围 是 整个 图 像 定 义 城 Q， 
这 样 , 既 可 以 检测 出 活动 轮廓 线 C 的 内 部 区 域 边 界 , 也 可 以 同时 检测 出 C 外 部 区 域 , 即 背 景 中 
远离 C 的 区 域 边界 ， 

这 里 ,我 们 将 方程 (7, 8, 3) 中 的 Dirac 函数 8 [8zryy)] 替 换 成 |V%zyy)|, 即 偏 微分 方程 变 
H: 


(7.8.4) 


ae 一 | VF | tas Pee = u — ALIE y) 一 co FALI) — oF ]. (7, 8,5) 


方程 (7.8. 5 中 的 两 个 未 知 数 co Mo, 的 计算 同 式 (7.8.3), 即 
ay | I(x.y)(1 — H. ($) ]dzdy 
E PE. cr rer 
| H.P dzdy jn sady 
由 于 $$ 始终 保持 为 符号 距离 函数 ,|V#| 和 v1, 因此 对 于 那些 远离 当前 活动 轮廓 线 的 图 像 边 界 , 其 
% 值 变化 率 很 大 , 且 没 有 受到 压抑 ,所 以 这 些 边界 的 $ 值 就 可 能 出 现 符 号 翻转 。 这 样 , 住 这 些 
边界 的 位 置 就 会 有 活动 轮廓 线 " 冒 ”出 来 ,方程 (7, 8.3) 的 有 效 范围 可 达 整 个 图 像 定义 域 人 2, 而 
不 仅仅 是 轮廓 线 C 所 在 位 置 。 由 于 没有 Dirac 函数 的 限制 ,方程 47. 8. 5) 不 仅 可 以 检测 出 C 的 
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内 部 边界 ,而 且 远 离 C 的 边界 也 可 以 检测 出 来 ,因此 方程 (7. 8.5) 比 方程 (7. 8. 3) 有 更 好 的 全 
局 优化 特性 。 


7.8.4 方程 的 数值 求解 


为 保证 方程 (7.8.5) 数 值 解 的 稳定 性 ,我 们 没有 采用 C-V 方法 中 的 隐 式 解法 ,而 是 采用 如 
下 显 式 有 限 差分 数值 解法 ， 

Rh HZR KR Cyd = Ch jh) Li, j SM WR ARB AR = PC At, x,y) 
是 关于 六 的 对 wzyy) 在 网 格 上 的 近似 ,这 里 有 n20, =F, HR 

Dis = $y — fm DEF = Pry — ho DY = (Par — #1 )/25 
Dry = fy —%ijers DR = Fi — Bape DP = Bat — 8-1/2. 
根据 Osher-Sethian IR AIK E M8 A “Hi SP TB” RE PT A RD RECT, 8,5) 的 数值 解 表达 式 如 下 ， 
Pet! P+ At Pmax Fms 90) V+ min Fas 90) VO 
++ pk, [CDE * + CDM)? 7)", (7.8.6) 
AP: 
V+= [max(D7 ,0)? + min( Di .0)* + max( Dz} ,0) + min( DR ,0)° P? 
V~ = [min(Dz3 ,0)2 + max(D}z ,0)? + mint D7} ,0) + max( Dty 0)? }'” 
k aK REG MH. H PAE: 
pay. VE ffi — 2688, + $8 
Tvl (E+ S , 

可 以 由 中 点 差分 DM Al DAHREK. 

Fa dkh Mumford-Shah 分 割 模型 所 定义 的 项 ， 

Faly) 一 一 "一 1[LICzyy) 一 co 十 和 [ICzyy) 一 co。 

由 于 方程 (7, 8. 5) 需 要 求解 能 量 函 数 式 (7. 8. 2) 的 全 局 解 ,因此 不 能 使 用 通常 局 部 求解 水 平 集 
的 方法 一 一 窄带 法 (Narrow Band), 需要 在 整个 定义 域 0 内 更 新 水 平 集 函 数 ,计算 量 大 。 不 
过 ,方程 (7.8.5) 是 全 局 优化 储 微 分 方程 ,从 后 面 的 实验 可 以 看 到 ,只 需要 数量 很 少 的 几 次 先 
代 , 就 可 以 获得 理想 的 分 割 效果 。 其 实 , 真 正 影响 水 平 集 计算 最 的 步 又 是 每 次 更 新 水 平 集 函 数 
后 ,将 水 平 集 函 数 重新 初始 化 为 符号 距离 函数 的 计算 。 本 文采 用 了 前 面 所 述 的 最 近 点 映射 构 
造 符 号 距离 函数 的 方法 ,该 方法 仅 需 在 0 范围 内 做 四 次 扫描 和 简单 的 计算 ,就 可 以 准确 地 构 


造 出 距离 函数 ,计算 量 仪 为 OCN)。 
实际 计算 中 ,为 避免 不 必要 的 迭代 计算 ,我 们 检查 如 下 迭代 收 贫 的 判断 条 件 ， 
Dp [eRe | 
Q = StS < hat. (7.8.7) 


式 中 ;M EMEIS <h 的 网 格 点 数目 。 

总 结 一 下 ,改进 的 具有 全 局 优化 特性 的 M-S 分 割 方法 计算 步 又 如 下 : 

D 初始 化 :定义 初始 活动 轮廓 线 C。, 并 根据 C。, 利 用 前 述 快 速 符号 距离 函数 构造 方法 , 构 
造 bs 

四 根据 当前 类, 计算 (PD. POLO); 

图 根据 当前 coycs 和 工 ,利用 迭代 式 (7.8.6) ,计算 Ot ,并 更 新 活动 轮廓 线 C: 
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D 检查 迭代 是 否 收敛 ,如 果 收敛 , 则 停止 计算 ,否则 , 转 步 又 @ ,继续 计算 。 
7.9 改进 M-S 分 割 模型 方法 实验 结果 


下 面 用 C-V 算法 和 本 文 方法 对 分 割 图像 实验 做 比较 ,比较 的 指标 是 选 代 次 数 、. 计 算 时 间 
以 及 最 终 分 割 结果 。 实 验 中 ,C-V 方法 以 及 本 文 改进 的 C-V 分 割 方法 都 采用 本 文 提 出 的 快速 
符号 距离 函数 产生 算法 ,以 提高 计算 速度 和 稳定 性 。 比 较 的 两 种 方法 都 采用 了 相同 的 参数 。 
所 有 的 实验 中 ,两 种 方法 的 时 间 步 长 At 一 0, 1, 网 格 步 长 h=1,M-S 模型 参数 :4, 二 1, 二 1,v= 
0,e=1, 

图 7. 16 是 采用 C-V 方法 和 本 文 改进 的 全 局 分 割 方法 分 割 的 结果 比较 。 从 图 可 以 看 到 ， 
由 于 圆 环 的 壁 比较 厚 ,C-V 方法 不 能 分 割 出 圆 环 中 的 空洞 区 域 ; 而 文本 改进 的 分 割 方法 可 将 所 
有 的 几何 图 形 全 部 分 割 出 来 ,整个 分 割 过 程 仅 迭代 了 3 次 , 耗 时 0. 90s; m C-V 方法 得 到 结果 
需要 迭代 4 次 ,结合 本 文 的 快速 距离 函数 构造 方法 , 耗 时 1. 2s。 从 图 7. 16(e) 还 可 以 看 出 , 基 
于 M-S 分 割 模型 的 方法 不 仅 可 以 分 割 目标 ,而 且 还 可 以 重建 被 噪声 污染 的 图 像 。 


ry 


BEE? 


É 


(c) 
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图 7.16 CV 方法 和 本 文 改进 方法 分 割 结果 对 比 
(a) 待 分 割 图 像 (128X128) 和 初始 轮廓 线 !(b)C-V 方法 最 终 分 割 结果 ; 

(c) C-V 分 割 图 像 :Cd) 改进 方法 分 割 结果 ;(e) 改进 方法 分 割 图 像 
图 7. 17 是 对 合成 带 噪声 图 像 ( 大 小 130X130) 的 分 割 实验 。 其 中 ,图 7. 17(a) 是 原始 图 像 
和 初始 轮廓 线 , 图 中 有 三 个 几何 图 形 ,其 中 两 个 有 空心 区 域 , 初 始 轮廓 线 包含 左上 角 的 目标 图 
形 。 图 7.17(b) 是 利用 C-V 方法 分 割 的 结果 ,共和 迭代 6 次 ,计算 时 间 是 1. 125s; 图 7. 17(c) 是 
分 割 重建 的 结果 ,可 以 看 到 ,右边 的 另外 两 个 几何 图 形 没 有 重建 出 来 ;图 7.17(d) 是 本 文 改 进 

方法 的 分 割 结果 ,迭代 3 次 , 耗 时 0. 561s; 图 7. 17(e) 是 分 割 重 建 的 结果 。 
从 实验 结果 可 以 看 出 ,本 文 方法 不 仅 迭 代 次 数 减少 了 ,而 且 分 割 结果 比 C-V 方法 好 。 图 
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图 7,17 带 噪声 合成 图 像 的 分 割 
(a) 初 始 化 (130X130);(b)C-V 算法 分 割 结果 (6 次 ,1. 1258)， 
(c) C-V 分 割 重建 图 像 ;(d) 改进 方法 分 割 结果 (3 次 ,0. 561s) ;(e) 改进 方法 分 割 重建 图 像 
7.17(c) 中 ,只 有 左上 角 的 目标 得 到 了 完好 分 割 (内 部 区 域 也 分 割 出 来 了 ) ,但 是 另外 两 个 目标 
就 没有 分 割 出 来 ,这 是 由 于 另外 两 个 目标 距离 初始 轮廓 线 较 远 ,超出 了 Dirac 函数 的 有 效 范 
围 ; 而 本 文 方法 得 到 了 全 局 的 分 割 效果 (如 图 7, 17(e) 所 示 ), 三 个 目标 (包括 内 部 区 域 ) 均 很 好 
地 分 割 出 来 。 

图 7. 18 是 对 胸腔 CT 图 片 (217 X185) 的 分 割 。 其 中 图 7. 18(a) 是 原始 图 像 和 初始 轮廓 
线 ; 图 7.18(b) 是 C-V 算法 分 割 的 结果 (迭代 30 次 , 耗 时 14. 921s); E 7. 18(c) 是 本 文 改进 的 
C-V 方法 分 割 的 结果 ,迭代 仅 4 次 就 收 剑 了 , 耗 时 仅 2. 033s。 可 以 看 到 ,本 文 改进 的 方法 不 仅 
收敛 非常 快 ,而 且 分 割 的 结果 比 C-V 方法 满意 ,大 部 分 的 骨骼 区 域 都 划分 出 来 了 。 


(b) 


图 7.18 胸腔 CT 图 片 的 分 割 
(a) 初 始 化 (217X185);(b)C-V 算法 分 割 结果 (30 次 ,14, 9215) 5c) 本 文 方法 分 割 结果 (4 次 ,2, 033s) 
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图 7. 19 是 对 生物 芯片 图 像 中 探 针 点 阵 的 分 割 结 果 。 生 物 芯片 中 探 针 点 ( 见 图 7. 19(a) 中 
的 圆 点 ) 的 亮度 和 颜色 是 生物 化 学 反应 强度 的 表征 。 要 提取 每 个 探 针 点 的 这 些 信息 ,首要 任务 
是 定位 探 针 点 位 置 。 但 是 ,由 于 探 针 点 亮度 不 均匀 ,而 且 背 景 品 声 很 大 ,因此 常规 基于 边缘 分 
割 的 方法 很 难 获得 理想 的 分 割 结 果 。 由 于 M-S 模型 是 基于 空间 和 灰 度 的 信息 模型 ,因此 ,很 
适合 作 探 针 点 的 分 割 应 用 。 图 7. 19(a) 就 是 一 幅 灰 度 化 后 的 芯片 图 像 和 初始 轮廓 线 , 为 了 突 
出 本 文 方法 分 割 的 全 局 性 ,我 们 故意 将 轮廓 线 仅 包含 一 部 分 探 针 点 。 图 7. 19(b) 是 基于 图 
7. 19(a) 初 始 化 条 件 下 ,用 C-V 方法 做 的 分 割 。 可 以 看 出 ,C-V 方法 只 能 分 割 出 初始 轮廓 线 内 
部 的 探 针 点 以 及 周围 很 窗 范 围 内 的 探 针 点 ,不 能 将 全 图 的 探 针 点 都 分 割 出 来 。 如 果 想 作 全 图 
HRT ADH ,必须 使 初始 轮廓 线 包 含 全 图 。 基 于 这 种 方式 的 初始 化 条 件 下 ,要 收敛 需要 很 多 
KER. IRER. E 7. 19(c)(d) 是 利用 本 文 改 进 方 法 做 的 分 割 结 果 , 其 中 图 7. 190) AB 
代 了 一 次 的 结果 ,仅仅 迭代 了 一 次 ,就 分 割 出 了 很 多 探 针 点 ;图 7. 19(d) 是 最 终 的 分 割 结果 , 仅 
5 次 迭代 , 耗 时 不 到 4s。 而 使 用 基于 圆心 度 的 方法 定位 探 针 点 位 置 , 则 同样 大 小 的 图 像 需 要 
5min 左右 ,结果 还 不 一 定 稳定 。 这 再 一 次 表明 了 本 文 方法 的 全 局 特征 和 快速 收敛 特性 。 


图 7,19 生物 芯片 探 针 矩阵 点 的 分 割 
(a) 初 始 化 (450 X400);(b)C-V 分 割 结 果 (28 次 ,59,045s)， 
Co) 本 文 方法 中 间 结 果 (1 次 ,2. 211s):(d) 本 文 方法 最 终结 果 (5 次 ,11.056s) 
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